理科 现代 科技 研究 丛书 


集 论 拓扑 学 引 论 


RER mx 


图 书 在 版 编目 《CIP) 数据 


集 论 拓扑 学 引 论 / 戴 收 民 编 著 ， 一 桂林 : 广西 师范 大 
MEL. 2003. 2 
ISBN 7-5633-3852-7 


I. e I. Sie I. 和 集 论 拓扑 区. 0189.21 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2003) 第 005939 号 


广西 师范 大 学 出 版 社 出 版 发 行 

HR GHAR 15 号 AGAS 541004) 
Ad c http; //wwrw. bbtpress, com, en 

出 版 人 Ba SS 

全 国 新 华 书店 既 销 

广西 师范 大 学 出 版 社 印 刷 厂 印刷 

(广西 桂林 市 临 糙 县 金山 路 168 X Rak H4 85.541100) 
开本 ;890 mm X1 240 mm 1/32 

印张 :8.75 插页 ;2 字数 :252 PF 

2003 年 2 月 第 1 版 2903 年 2 月 第 1 次 印刷 
ENS 001—500 定价 :15. 00 元 


如 发 现 印 装 质 量 问 题 , 影 响 阅 读 , 请 与 印刷 厂 联系 调 接 。 


序 de 


在 拓扑 学 发 展 的 早期 价 段 ,就 兽 出 现 过 一 些 令 拓 扑 学 家 们 绞 尽 脑 
汁 也 难以 回答 的 问题 .例如 ,第 一 可 数 的 紧 Hausdorff 空间 是 否 一 定 具 
有 连续 铣 的 势 ,有 没有 正则 的 .遗传 可 分 的 . 非 Lindel 训 的 空间 或 者 正则 
HI IEA Lindelof 的 不 可 分 的 空间 ,是否 每 个 序 完 备 的 、 满 足 可 数 链 条 件 
的 、 自 密 的 全 序 信 都 同 枸 于 一 小 区 间 ,是 否 每 一 个 正规 Moore 空间 都 是 
可 度量 的 ,等 等 .出 于 流 有 找到 好 的 方法 或 者 强 有 力 的 工具 ,这 些 问 题 
要 么 长 戎 以 来得 不 到 解决 ,要 人 各 得 惜 助 一 些 纯 属 于 集 论 的 命题 给 出 一 
些 答 案 , 而 这 些 命题 的 合理 性 在 当时 尚未 得 到 确认 .后 来 由 于 集 论 的 发 
展 ,首先 是 Göde 证 明了 连续 统 候 设 与 ZFC 公理 系统 的 相 容 性 ,然后 是 
Cohen 证 明了 连续 统 假设 与 ZFC 公理 系统 的 独立 性 ,以 及 像 Devlin 和 
Jensen 等 人 关于 工 的 精细 构造 的 研究 ,使 一 大 批 集 论 命题 获得 了 独立 
的 地 位 .加 世纪 提 年 代 以 来 , 返 用 这 些 独 立 的 集 论 命题 来 解答 点 集 拓 
扑 学 提出 的 问题 点 了 点 集 拓 耻 学 研究 的 一 个 重要 趋势 ,取得 了 丰硕 成 
果 并 导 歼 了 “ 集 论 丘 扑 学 "这 一 名词 的 出 现 ( 趟 而 它 似 乎 不 能 看 成 是 从 
RRB SRE BRAS SY) 点 全 括 扑 学 中 许多 问题 在 ZEC 公 
理 系 统 中 往往 是 得 不 到 或 很 蕉 得 到 解答 的 . 集 论 假设 则 是 一 种 解决 这 
类 问题 约 有 力 工具 .有 时 一 个 拓 丰 学 问题 一 时 在 ZFC 公理 系统 中 找 不 
到 肯 害 或 否定 的 答案 , 殷 而 通过 这 用 业 个 集 论 公理 可 以 得 出 一 个 证 明 
蕊 一 个 友人 鲍 , 尽 营 从 革 种 意义 上 说 它 还 不 苯 很 圆满 ,但 至 少 也 是 一 个 押 
窒 性 的 结论 , 它 可 以 增强 对 这 个 问题 是 非 判 断 的 倾向 性 ,林村 学 中 不 乏 
这 样 的 事 鲍 . 钢 如 ,是 否 存 在 坊 紧 空间 其 栗 积 是 正规 而 非 迟 紧 ? 
Przymusinski 1973 年 首先 在 MA +7 CH 下 给 出 一 个 反例 ,之 后 到 1980 年 
才 给 出 能 对 的 反例 .又 加, 人们 早 就 知道 Sulin 线 是 具有 Cal( o1 o) 98 
其 平方 没有 Calo, mw) 的 例 于 ,后 来 又 有 了 CH 下 的 反讽 ,1986 PAS 
REMA+5 CH 下 又 作出 了 反例 ,这 样 人 们 就 产生 了 存在 移 对 反讽 的 
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强烈 信念 .果不其然 ,这 种 反 鲍 于 1993 年 被 Watson 和 周 浩 旋 得 到 了 .再 
如 ,关于 仿 紧 ,甚至 是 紧 空 间 的 可 数 箱 乾 积 是 否 正 规 的 问题 , 杨 守 靡 最 
近 得 到 了 一 个 非常 漂亮 的 结果 ,而 在 此 之 前 ,有 关 这 方面 的 正面 结论 全 
都 是 相 窗 性 的 .可 以 想 稍 ,若是 没有 前 人 在 各 种 全 论 假 设 下 做 的 大 重工 
作 作 基础 , 杨 守 廉 的 漂亮 结果 息 悄 是 出 不 来 的 .众多 事例 说 明 ,一 售 从 
事 点 集 拓 扑 学 研究 的 人 如 果 对 这 些 集 论 工具 掌握 得 趟 多 ,领会 得 越 深 ， 
研究 起 来 就 越 仿 显得 上 左右 违 源 ,得 心 应 手 . 所 以 ,一 个 攻读 招 扑 学 考 业 
方向 的 研究 生 不 应 当 对 集 论 拓 村 学 一 无 所 知 ,至 少 也 需要 有 一 个 初步 
ATR EMAAR SAHA ASA FRA XE 
学 谋 程 的 入 门 性 讲义 的 目的 ,同时 ,鉴于 目前 国内 还 淄 有 出 版 过 集 论 掺 
朴 学 方面 的 著作 或 教材 ,这 本 书 也 算是 填补 了 一 项 国内 的 空 自 . 

关于 集 论 丘 半 学 的 参考 书籍 , 造 邻 见 到 的 有 三 种 .一 种 是 Rudin 的 
Lectures on Set-theoretic Topology (1975) .一 种 是 由 Kunen 和 Vaughan 主 
编 , 二 十 多 性 著名 拓扑 学 家 分 别 插 写 的 Handbook of Set-Theoretic 
Topology (1984, 以 下 简称 《和 手册) .一 种 是 Fremlin 的 Consequences of 
Martin ' s Axiom (1984) . Rudin #9 P J£ — 3 Ae sb 4R X EAA, f 
Kunen 和 Vaughan 3.48486 (4-38) 49 E — dp 8 ER B ALES BS, 
Fremlin 的 书 则 是 专门 论述 Martin 公理 的 .它们 作为 入 门 性 教材 似乎 都 
BAGH Rudin 的 讲义 是 由 她 在 一 个 学 术 会 议 上 所 必 的 专题 报告 整 
理 而 成 的 ,在 生理 和 了 系统 上 都 不 木 像 一 本 教科 书 ,再 则 1974 年 以 后 的 
许多 成 果 未 能 编 入 ,而 M 手 册 》 一 书 就 其 编 生 有 目 的、 材料 取 会 和 篇 旺 大 小 
而 言 都 不 能 算是 一 本 教科 书 .而 且 这 两 本 书 的 一 个 共同 点 是 在 论证 上 
不 少 地 方 失 之 简略 ,不 便于 初学 者 阅读 .至 于 Fremlin 8 45, — 0 E (RR 
于 介绍 Martin 公理 ,不 够 全 面 , 再 则 由 于 作者 是 一 位 集 论 专家 , 编 书 时 
其 拥 述 及 论证 方式 往往 遵循 集 论 的 习惯 ,初学 虱 一 时 丽 怕 难以 适应 .最 
后 还 应 指出 ,20 世纪 80 年代 以 来 ,我 国 的 托 丰 学 者 在 集 论 拓 掉 学 方面 
也 做 了 一 些 工作 , 宙 于 种 种 原因 ,在 这 三 本 书 中 基本 上 都 没有 得 到 反 
映 , 所 以 本 讲义 的 编写 意图 可 以 妇 匆 为 以 下 五 点 :(1) 适量 的 篇 旺 ;(2) 
DETTO SORA ET COE 较 详 的 论证 ;{5) 尽 可 能 反映 我 国学 
者 的 某 些 成 果 . 
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在 编排 上 ,本 书 没 有 采取 虱 Rudin 的 书 或 4 手册》 那样 按 拓扑 问题 
来 分 类 的 方法 ,我 们 是 以 常用 的 几 条 业 论 乙 设 作为 主线 ,图 说 它们 在 各 
种 拓扑 学 问题 上 的 应 用 来 展开 的 .我 们 认为 这 样 做 的 好 处 是 通过 把 同 
一 集 论 假设 的 应 用 方法 相对 集中 ,也 许 能 使 读者 便于 比较 ,获得 较 深 的 
印象 ,更 好 地 上 颐 会 其 精神 和 技巧 ,在 每 一 章 的 编排 上 ,我 们 则 尽 可 能 遵 
MHRA HA PAAR. 

全 书 共 分 四 章 . 第 一 章 介 绍 连 续 统 假设 的 应 用 ,第 二 章 介 绍 Martin 
公理 的 应 用 ,第 三 章 介 绍 聘 连续 统 假设 和 RHEA, A EXE 
Suslin 线 和 人 心 原 理 的 应 用 .等 一 章 久 分 为 若干 节 , 每 一 节 大 致 围绕 着 某 
个 拓 提 问题 及 相近 问题 进行 讨论 .每 章 最 后 一 节 , 对 本 章 集 论 假 设 其 他 
方面 的 应 用 成 累及 与 之 有 闫 的 问题 的 进展 情况 就 我 们 所 知 的 作 一 些 介 
AP ARH. PAP TA 400 篇 参考 文献 . 

阅读 本 书 所 需 的 预备 知识 ,一 般 拓扑 学 方面 ,我 们 希望 读者 能 熟悉 
Engelking 的 General Topology 一 书 ,另外 也 项 望 读者 能 读 过 前 述 《 手 册 》 
Burke 的 “Covering Properties" fe Gruenhage 的 “Generalized Metric 
Spaces" HF. HAE est SH) E E S BS SAH) 
PR LESS EEG EAE AEEENERGLIILE 
著 的 《独立 于 ZEC 的 数学 问题 ) 一 书 也 可 以 参考 .少数 地 方 需要 大 者 一 
在 初始 文献 .至 于 集 论 方面 ,只 需要 一 些 初等 知识 即 可 (天 体 上 相当 于 
Enderton 的 Elements of Set Theory 一 书 或 Kunen 的 Set Theory - An Intro- 
duction to Independence Proofs 第 一 章 ), 不 要 求 对 Godel BB F forcing F 
法 有 何 种 了 解 . 

这 本 书 实际 上 也 是 作者 学 习 和 从 事 集 论 拓 站 学 教学 的 一 点 心得 . 
由 于 编者 学识 有 限 ,以 及 作为 一 本 入 门 性 教学 用 书 的 编写 宗旨 ,在 材料 
取 会 上 不 可 能 做 到 全 面 \ 深 入 ,许多 方面 的 问题 都 未 作 深 入 介绍 ,特别 
E BN 研究 和 害 飞 积 研 究 的 成 采 , 集 论 公理 在 拓 拓 测度 理论 中 的 应 用 
以 及 大 基数 公理 在 拭 扑 学 中 的 应 用 ,直接 用 forcing 方法 构造 拓扑 空间 
等 都 没有 介绍 .读者 如 和 欲 在 这 些 方面 作 进一步 了 解 ,需要 学 避 更 深入 一 
些 的 集 论 知 识 , 阅 读 一 些 专 门 的 文献 著作 . 

本 书 的 把 写 纳 入 了 国家 自然 科学 基金 项 目 和 广西 壮族 自治 区 教育 

3 


ARE, Cay Sie RT HB RH. 

RS, HEARSE OGRE, Bop TEE XE 
BL MPREFSSL ANEAAMS GS FRA LHRH 
国内 拓扑 学 界 前 华 和 同行 们 表示 衷心 的 感 才 .我 特别 要 感 谢 厌 四 川 大 
学 的 周 浩 闵 同 志和 我 的 学 生 及 同事 陈 海 浆 与 刘 川 同志 ,他 位 在 我 编写 
此 书 的 过 程 中 提供 了 许多 资料 和 很 多 有 价值 的 建议 ,同时 ,我 也 要 感谢 
我 的 同学 余 夸 晖 同志 为 本 书 的 由 版 面世 所 付出 的 六 勤劳 动 . 
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第 一 章 ”连续 统 假设 及 其 应 用 


Uni] 


si 


连续 统 假设 (Continuum Hypothesis) , 简 记 为 CH, EJE 2" = wt = wi 
上 成立. 广义 连续 统 假 设 (Generalized Continuum Hypothesis) , 简 记 为 GCH, 
是 指 对 任何 基数 icu o A 2 = et .这 两 个 命题 早 在 Cantor 对 集 论 开展 
的 最 初 研究 中 就 提出 来 了 . Cantor 坚信 他 自己 能 够 证 明 上 述 命 题 的 正 
确 性 ,并 且 好 几 次 都 自 以 为 证 出 来 了 ,然而 随后 又 总 是 发 现 论证 中 出 了 
差错 .因此 ,它们 的 正确 与 否 就 成 了 数学 中 一 个 重大 悬案 .1900 年 ， 
Hilbert 在 国际 数学 家 大 会 上 的 著名 讲演 提出 了 23 个 意义 深远 的 导向 
性 问题 ,连续 统 假设 的 求证 就 是 其 中 的 第 一 个 问题 .后 来 他 又 拟定 了 一 
个 着 手 解 决 这 个 问题 的 纲领 ,然而 相当 长 的 一 段 时 间 内 未 能 取得 突 彼 
性 进展 ,1902 年 ,Russell 发 现 了 著名 的 Russell FHE, RT Ae 
了 狂 烈 的 震 扩 ,以 至 一 部 分 数学 家 惊 呼 数学 出 现 了 "危机 ” .这 也 促使 一 
部 分 数学 家 对 数学 的 基础 进行 严肃 的 ,深刻 的 分 析 与 批判 . 1908 4E, 
Zermelo 提出 了 第 一 个 关于 集 论 的 公理 系统 ,而 后 又 由 Freankel 加 以 完 
车 ,成 为 今日 为 数学 界 公认 的 ZF 系统 .ZF 系统 加 上 也 是 由 Zermelo 提 
出 的 选择 公理 (Axiom of Choice, 简 记 为 AC) ,通称 为 ZFC 系统 .这 样 , 集 
论 开始 实现 了 由 Cantor BY TRAD“ Fb RE” BIS (Naive Set Theom) 疝 “公理 ” 
集 论 (Axiomatic Set Theory) 的 转化 ,其 研究 也 更 加 深化 了 .在 此 基础 上 ， 
Gödel 于 1937 ~ 1938 年 在 连续 统 问 题 上 取得 了 第 一 个 突破 .他 采用 内 
模型 方法 ,由 一 个 亚 集 论 模 型 Y 出 发 ,用 一 定 的 处 理 程 序 从 中 划 出 
一 个 子 模型 L( 可 构成 集 模型 ) ,然后 证 明 在 模型 工 中 ,2F 公理 系统 、 
AC GCH 都 能 成 立 , 这 便 说 明 , 若 ZF 公理 系统 是 相 容 的 (consistent, 或 译 
协调 的 ), 则 ZF Jn. E. AC 和 CCH 也 是 相 容 的 .用 符号 语言 写 出 来 ,就 是 
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Con ZF—Con( ZF + AC + GCH). 
RT 20 多 年 ,1964 年 ,美国 P.Cohen 叉 以 他 独创 的 forcing 方法 ,从 一 
个 满足 ZF 的 本数 传递 模型 M 出 发 ,扩张 出 一 个 满足 ZF 的 更 大 的 模型 
M[G], 使 得 在 M[G] 中 AC.CH 不 再 成 立 .这 便 证 明了 
Con(ZF)—Con( ZF +7 CH), 
Con(ZFC)~*Con(ZFC +- CH). 
综合 Gödel 和 Cohen 的 结果 ,可 以 看 出 ,CH.GCH 与 ZFC 是 独立 的 
(independent) .换言之 ,CH 或 GCH 成 立 与 否 在 ZFC 公理 系统 中 是 不 可 
判定 的 (undeciable) , 即 既 不 能 证 明 它们 正确 ,也 不 能 证 明 它 们 不 正确 . 
CH ife 20 世纪 初 到 2 世纪 30 年 代 就 在 集 论 和 拓扑 学 中 零 零星 
星 地 得 到 了 一 些 应 用 ,波兰 学 者 Sierepinski[1956] 作 了 一 个 很 好 的 总 
结 .然而 大 量 的 .卓有成效 的 应 用 还 是 在 第 二 次 世界 大 战 后 ,特别 是 20 
世纪 多 年 代 以 后 才 出 现 的 .本 章 将 分 十 二 节 介 绍 它 的 一 些 应 用 情况 ， 


$1 Lusin 集 和 Sierepinski 集 


1.1.1 定义 记 全 体 实数 的 集 为 有, 术 CR 称 为 Lusin E, WEE 
满足 ;(1) IMI > w; (2) 对 每 个 无 处 稠密 集 (nonwhere demse, 简 记 为 
owd) A, AtTAN Mi gw. 

如 果 型 满足 :(1) IMI > ws (2) 对 每 个 Lebesgue 测度 为 零 的 集 ( 零 
测度 集 )4, 有 14 门 型 | 过 wm, 则 称 MA Sierepinski 集 . 口 

1.1.3. 定理 (CH} 及 中 存在 Luin 集 和 Sierpinski 集 . 

证 明 为 了 证 明 Losin 集 存 在 ,只 需 造 出 一 个 不 可 数 集 并, 它 与 每 
个 所 的 无 处 稠密 集 ( 简 记 为 enwd) A ALAN ME Eco 即 可 . 

因为 及 中 enwd 的 全 体 有 过 27, 由 CH, 我 们 可 以 把 它们 排列 成 
{Agia € an]. ER RE Baire 空间 (实际 上 它 是 完备 度量 空间 ) ,而 对 每 
Pasay, B, =U tA E< ai 是 一 个 meager 集 , 即 可 数 个 mwd 集 之 并 ， 
所 以 及 - B, 是 不 可 数 的 .于是 我 们 可 以 归纳 地 作出 M = {xia coil 
如 下 ; 任 取 ER- do, 设 YE<a,ze 已 经 选 出 ,使 Xs = .这 时 取 x, 
ER- B,- |x <a}, Wl] M LIÉ — T Lusin 集 . 
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要 证 Sierepinski RHF EE, RAEE, H Lebesgue 测度 的 正则 性 ， 
每 个 零 测度 集 都 被 包含 在 一 个 测度 为 零 的 c, RA. TR PIR Ge 
集 刚 好 有 2° 个 .将 它们 排列 成 | 玖 ;a < wil ,再 按 上 述 方法 就 可 以 作出 
一 个 Sierepinski 集 . O 

下 面 我 们 介绍 Rothberger 定理 . 它 给 出 了 一 个 与 CH 等 价 的 命题 ， 
为 此 先 证 明 一 个 引 理 ， 

111.3 引 理 若 XCR 不 是 一 个 meager SR CREE SR) ,而 1X| = 
ic IU] RE ae PH BER meager 集 ) 之 并 . 

IR 设 6 是 一 个 测度 为 0 的 余 meager 集 . 若 存在 y, 对 每 个 +E 
X,y&ix 4 GixC XI Me y-~6,WXN(y-G)-S8. Bw y-6 
仍 是 一 个 余 meager ATLA X E meager $6 3X S/R T E 
ARs UIx+ 6:xEXI, 而 每 个 x+ 如 都 是 零 测 度 集 . 

设 6 是 一 个 其 余 集 测度 为 零 的 meager 集 ,类 似 的 论证 可 得 及 = 
Uiy+ G:yEX| ,其 中 每 个 y+ 6 都 是 meager $. 

因此 ,论证 的 关键 转化 为 具有 上 述 性 质 的 集 C 的 存在 性 .我 们 先 
从 [0,1] 区 间作 出 一 个 集 C. 对 每 个 nEN(N 是 全 体 自然 数 的 集 ) ,我 们 
作 G,. 其 作法 与 作 Cantor 集 相仿 .第 1 步 , 从 [0,1] 中 取出 一 个 以 [0,1] 


中 点 为 中 心 ,长 为 坝 " 二 的 开 区 间 …… 第 让步, 从 余下 的 2+ 个 闭 区 间 中 
取出 一 个 以 区 间 中 点 为 中 心 , 长 为 去 " 志 的 开 区 间 . 记 所 有 这 些 开 区 间 


k 


之 并 为 En M E, 是 7 =(0,1]89— TF EM. m CE) - 1 3 (2) 
Lalin Co= 7- EHI C, cad, IFA m(G,)=1- +. RES € 


n n 


= D C, RI C meager R, Tid m(€) = 18 A= Uln e Cin€ 
Z|. A © RPA meager SE, m R - A) 20,4 RR-A 即 为 我 们 所 要 的 
G. 口 
1.1.4 定理 设 工 ,了 分 别 是 及 中 的 Lusin M Sierepinaki 集 , 则 
IXI = | YI = s. (Rothberger, 1938) 
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证 明 因为 Lusim 和 集 的 任何 不 可 数 子 集 仍 是 Losin 集 , 所 以 可 取 Xo 
CX, ffl Xl — o4. 83[ ER 1.1. 3, R 是 wi 个 霍 测度 集 之 并 . 设 民 = 
UiE:a<w!l ,其 中 mE, ) - 0, 0} Y= UYO E,:a < el. RAST 
e IY E gw PALY] = wl. 再 次 应 用 引 理 1.1.3 86 EM LXI 


= wj. 口 
1.1.5 推论 
CH = [ 3 Lusin 集 X CR] A [ 3 Sierepinski 集 YCR] 
ALGOXIS 22) VCIYI 2 27)]. L1 


M 1.1.2 的 证 明 可 以 看 出 ,在 CH 下 , Lusin 集 和 Sierepinski 集 的 存 
在 性 并 不 是 及 的 专 有 品 . 实 际 上 这 两 种 集 可 以 在 更 广泛 的 拓扑 空间 中 
找到 ， 

1.1.6 定义 1. 设 妃 是 一 个 拓扑 空间 LM CX.WEIMI > w, 并 且 
对 每 个 nwd 集 AC X AIAN Ml cw EUER M H X AY — Losin 集 . 

2. i XE-THESA MCI E ELMIT > w, 并 且 对 每 个 零 测 
度 集 ECXALENM co, RK M A X HRS Sierpinski #. O 

利用 1.1.2 中 的 论证 方法 可 以 证 明 下 面 的 定理 1,1.7 和 定理 
1.1.8. 

1.1.7 定理 dp X EÉ— P BC PIE] Baire 空间 ,并且 存 在 一 
个 由 enwd 集 组 成 的 , 势 <2* 的 集 族 %, 使 得 对 每 个 nwd 集 58, 都 有 A 
€ ,6,fit SCAM] CH X F Lusin 集 - 口 

1.1.8 定理 $ XEAN, m 是 上 一 个 正则 Borel 测 
BE EE m(X) > 0, 击 对 每 个 x€ X8 mx) 20.105 x FUR 27 - 
开 集 , 则 CH» X # Sierepinski X. 

特别 地 , 若 权 ww (X) s 27, X UG Lindelof 空间 , 则 CH= X A 
Sierepinski 集 . 

证 明 我 们 来 证 明 w(X) «27. X 是 遗传 Lindelof 空间 的 情形 . 设 
互 是 一 个 雪 测 度 集 ,由 正则 性 ,存在 开 集 序列 1G,;nENI ,使 Ec G,. 


mG) « T. dt E — Hc cl =22) 的 基 . 对 每 个 4,1UE BUC 
CE E -SNAR AERE a (E) € LE] 68 BCU %, CE) 
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CG, FE ECN(UB,(E)) = ACE). AP ACE Ga SR mCACE) 


n 
-D. fH 3X FRE X B8 dU REOS ER c, 集 不 会 超过 2* 个. 这 是 因为 
I CE); n EN CELA)" Te mil [[.8]7 ye) e 227 =. t] 

1.1.9 定义 Ub X MPSA. X PHAR .多 称 为 X D 

一 个 = 基 , inp x PR SIG AE BED EBA, BCG. 
z(X)- m*minl AAE X Bo 基 } 
FE A Wi x AX. 口 

每 个 基 都 是 x 基 , 所 以 一 般 地 有 (X) cw (X) ,但 x 基 不 一 定 是 
基 . 比 如 设 EX RIPE, AX CE — enwd, QU B- As BEA 
是 一 个 sx PRAY 的 基 . 再 者 , 若 .多 是 一 个 x 基 ,f 是 .多 的 任 一 选 
FRA SEX, y BUS, f B) C B), 则 ranf 是 和 的 一 个 稠密 集 . 
M d(X)n(X) , 即 下 的 稠密 度 志 对 的 x 权 .另外 也 容易 看 出 (X) 
x CO - d CX). ifi Sorgenfrey 线 S 则 是 满足 r(S) = yS) dS) =w e 
wS) = c 的 例子 . 

1.1.10 定理 {CH) 车 三 是 一 个 不 可 数 的 , 自 密 的 CCC, Baire 空 
i) GFR CX) « 2", WX A Luin 和 集 , 而 且 还 可 以 作出 一 个 稠密 的 
Lusin Æ. 

证 明 设 . 多 是 下 的 一 个 x BE, 2". MIA 是 下 的 一 个 omwd. 
12 HA) = (BES AN A= Di RMA —PRARR RSC A), BU] 
ACX- Uds A). th BCA) REA Hel X — UZAE mwd, X iR. 
CCC, BAT ZAA) co. BELA E SII X — Uae A ARBRE O) = 2° 
个 .由 定理 1.1.7,XX 有 Lusin 集 . 

如 果 要 求 作 出 一 个 稠密 的 Lasin 集 , 可 以 按 如 下 方法 实现 . 记 w= 
[B,:a «wl. XidlX- Uta Sc PERARR Ri = Ana ta. 24 
a= OR, xoE Bg. a 20 f HC LC B,- UiAss<al -{ixesé<at, 
4 Mzix:a«wil, JM RY Losin 集 , 注 意 B, 是 Baire 的 ,而 
Uider€ <a} Uixe: <a] Æ meager 集 .它们 的 差 不 空 , 所 以 上 述 归 纳 
OE OTT AY. m! 

1.1.11 推论 (CH} 设 针 是 第 一 可 数 , 自 蜜 的 CCC, Baie, T; 空 
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fa). EX >w, M X SHAH Losin 子 空 间 ， 

WEBB 由 已 知 的 基数 不 等 式 1 了 | 230090? (参看 Hodel[ 1984] 的 
4.7), AX 2”, F(X) (X) E XI*x (X) = 2. 再 由 定理 
1.1.10 即 得 . L1 

在 定理 1.1.2 中 ,我 们 证 明了 CHR 中 存在 Losin # Fil Sierepinski 
集 , 通 过 蔓 为 细致 的 技巧 ,还 可 以 进一步 使 作出 的 集 关于 加 法 构成 一 个 
TE. 

*1.1.12. 3EJE(CH) (i) 存在 RR 的 一 个 Sierpinski # 了 ,使 
(Y, + ) 是 一 个 群 , 并 且 了 关于 区 间 拓 扑 是 一 个 meager 集 . 

Gi) 存在 及 的 一 个 Lusin BOX AEX, + ) 是 一 个 群 . 

证 明 取 尼 的 一 个 子 集 ,使 得 0E Z, ERT THAR GÆ, 
并 且 mCZ) =0.( 记 及 的 全 体 有 理 数 集 为 Q, 则 m(Q) = 0. 由 Lebesgue 
测度 的 正则 性 ,存在 G, SR Mf 1 Qc M .JEE. m(M)=0.4 2 = M ~ {0| 
RIRI. iE Fc < wii 是 及 中 全 体 测度 为 零 的 Borel 集 的 集 , 并 假定 Fo 
= 了 Z, 令 Yy- 10| ,假设 对 每 个 8 < aa < wi, 我 们 已 定义 了 号 ,满足 如 
TA. 

(1) Y; € IRI". 

(2) O,- Ue) VU Re) = 2. 

(3) yE Y= y€ YQ3EH V ZE 四, 有 we Ys. 

ig £'-UlgFj e yg Q.B< aye Uel GER gFp+ y= ige + 
y:x€ Fal). UG mCZ) 20. ÆR A, CR- 2,4 Y, - lah, y:9€ 
Q.y€ Url. Sid Y, (RI. SE, - UY NCU Fe) = ©. d 
不 然 ,假设 它 含 有 点 *, 则 存在 Bea 使 xE€ Fy, RAE gC OM ye 
refe xc gh, y. AR x € Ur, i q #0. FE h, = " - ire 
PIE -y)cP.35 h 的 取 法 矛盾 .由 Y, 的 定义 , 易 见 条 件 (3) 


也 是 满足 的 .这 样 对 所 有 的 a < ww ,都 定义 了 满足 归纳 条 人 忻 (1) ~ (3) 的 
E. 
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4 Y= U Y, JCD 了 是 域 Q 上 的 一 个 线性 空间 ,因而 是 一 个 加 
BR (D 因为 了 = U O- Ue). X Fo= Z, BIB YNZ «2. 3) 对 


PSR E FE a REC FRA YN ECA Yc(uyon 
下. 故 1YN El 过- 所 以 了 是 Sierepinski 58. (4) 因为 Z 是 稠密 的 C 
集 ,YCR-2, 故 了 是 meager fi. 

在 上 述 论证 中 , 若 取 | Fira < wj} 为 全 体 F, 型 meager 集 的 一 个 排 
列 , 令 X= 101. 按 同样 的 归纳 步骤 进行 ,在 第 a 步 时 ,注意 Ze 仍 是 一 
个 meager SE, R- 2° O FE h, CR- 2.4 X= hgh, + x:9€Q. 
sE Ul.x- U x. M 互 即 为 所 求 的 Lusin Æ. 口 


$2 用 losin EHE L PE 


1.2.1 SEM EMU, f£ Lindelof 但 不 是 (遗传 ) 可 分 的 空间 称 为 
LZA. EMN ,遗传 可 分 但 不 是 ( 址 传 })Lindelaf 的 空间 称 为 5 空间 ， 口 

下 面 的 例子 说 明 在 ZFC 中 存在 遗传 Lindelof, 不 可 分 的 T; 空间 和 
遗传 可 分 , 非 Lindelof 的 T; 空间. 

例如 ,在 及 中 任 取 一 个 势 为 wm 的 子 集 X= ix ia <a, | ie WX 
作为 RE 的 子 空间 所 继承 的 拓扑 .定义 

记 AX PUA Ulf: E> | ra < wl 生成 的 拓扑 . 

rs A X WR Uae calia «e, | ERB. 
CX, cr) 8X, rs) EI T; 空间 .因为 r 是 进 传 Lindelat MBER] 47 
的 ,而 每 个 形 如 | ce: E > oi 的 集 的 余 集 是 可 数 的 ,所 以 不 难 验证 (CX, ry) 
ROLE: Lindelof 空间 而 (于 ,rs) 是 遗传 可 分 空间 ,然而 ( 开 , cy) 却 不 是 可 
ABO (X75) ARE Lindelöf 的 . 

至 于 在 正则 条 件 下 这 种 空间 , 即 工 空间 或 $ 空间 的 存在 与 否 , 则 
是 一 个 十 分 困难 的 问题 .事实 表明 ,不 借助 一 定 的 集 论 假设 和 精巧 的 集 
论 技 术 , 要 回答 这 个 问题 几乎 是 不 可 能 的 . 早 在 1935 年 , 南 斯 拉 去 的 
Kurepa 曾经 指出 , 若 存在 Suslin 线 , 风 由 它 可 以 作出 一 个 紧 的 ,无 处 可 
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分 的 工 空间 {Karepa[f 1935]). 现在 已 经 知道 , Suslin 线 的 存在 与 否 是 与 
ZFC 独立 的 (参看 第 四 章 § 1 第 一 段 》.1972 年 和 1974 年 ,Rudin 用 Suslin 
线 又 作出 了 正规 或 非 正 规 的 $ 空间 (Rudin[ 1972], [19741). 1972 Fay 
牙 利 的 Hajnal 和 Juhasz 提出 了 HFD 和 HFC 的 概念 ,并 由 它们 作出 了 0 
维 的 工 空间 和 5 空间 . 1974 年 他 们 证 明了 HFD 和 HEC 的 存在 性 可 以 
让 但 推出 .此 后 ,很 多 新 的 上 空间 与 5 空间 先后 被 构造 出 来 . 另 一 方 
面 ,在 承认 Martin 公理 和 CH 的 情况 下 ,许多 类 型 的 5 空间 和 上 空间 
的 存在 性 都 被 排除 . 1981 年 ,南斯拉夫 的 Todocevie [ 1981 ] iE H T 
Con(ZFC +4 3 5 空间 ) ,明确 宣告 了 S 空间 存在 性 与 ZFC 独立 .至 于 关 
于 工 空间 的 类似 结果 迄今 尚未 得 到 .就 是 说 ,我 们 和 途 今 还 不 知道 在 ZFC 
中 究竟 能 否 存 在 LRH. 

这 一 区 我们 将 介绍 van Douwen, Tall, Weiss[ 1977] 利 用 Lusin 集 以 及 
Pixley-Roy 空间 技巧 构造 工 空间 的 缚 果 . 其 他 一 些 工 空间 与 8 E HH 
造 方法 还 将 在 后 面 一 些 地 方 所 及 . 

1.2.2 定义 设 (rz) 是 一 个 拓扑 空间 , ECP) - [OD] Ee 
对 有 限 并 运算 封闭 的 非 空 子 集 族 . 对 任意 EC eM GC c, ER EC 
Git, if[£,G]=|ACREcCACC!. WILE, CG]: EC E, GC cr, ECE} 
为 基 生 成 区 的 一 个 拓扑 , 称 为 区 的 Pixley-Roy 拓扑 .简称 为 PR Fb. € 
赋 以 这 个 拓扑 所 成 的 空间 记 为 ELX]. AF P-R halal 
参看 van Douwen[ 1977 ] EE, Lutzer[ 1978]. 

1.2.3 命题 AX BT, 2) Sx) 208 T, SH, me 
全 正则 的 . (van Douwen) 

证 明 设 FEZ, FELE,C)ME-FeORMF-CeO.GE 
-FØ BeCk-F,MUsX-fet€r MLFUINle,6]=8.8 
F- Gg ,RSHER] ACE, FCA. MBA A- GeO. MLL F,XINLE, 
6]=O RE, CHAAR. X. 瑟 关 天 时 , 像 前 面 的 论证 一 样 ,可 
以 断定 ,或 者 ES FR, URE EC PX) BS, FER FEELERS 
开 集 .于 是 SL X EO SE T, 空间 . o 

不 难 证 明 , 当 F=(X)<° (CB 3E x ERAT sa, 
多 [了 1] 是 一 个 亚 紧 空间 . 若 天 是 第 一 可 数 的 , 刚 EEE Moore 空 
HH. 
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1.2.4 命题 UEMCXdÉ— Losin SE, XE. X HYP 
a) SU) 用 是 遗传 Lindeltf 空间 . (Kunen) 

证 阴 ”由 于 Lusin 集 的 任何 一 个 不 可 数 子 集 还 是 Lusin 集 , 故 内需 
证 有明 任 何 Lusin 集 是 Lindelöf 的 , 设 A c M EFS M "Pi — od 
集 , 这 时 4 SX "PEU nwd Æ. 如 若 不 然 , 刚 存在 开 集 Ono {E 
GCA. FE ClyA = AN MS CNMI CNA S, BI Ing Chu 天 
SE. PRE MBS Ra. BE 对 有 一 个 不 可 数 的 闭 离散 子 集 
A, AW 万 的 孤立 点 不 超过 om 个 ,不 失 普 遍 性 ,可 以 假定 AREY BOUE 
立 点 .这 时 , 集 A 就 是 瑟 中 的 一 个 wd #, |Al > ao, 55 M E Losin EF 
盾 . 因 此 M 是 从 紧 的 ,从 而 thee SB, Be CCC 空间 .现在 设 
多 是 MEA Fa, M d CCC 的 ,存在 客 的 可 数 子 族 | 已 :nm< ol, 
使 UU JM HARER, M - UU, = A J& M 中 的 enwd S, JA ELE X 
中 的 nwd SR. HF. M J& Losin 8 F lAl o. FE 多 有 可 数 子 覆盖 . M 
是 Lindelof 的 ， 口 

1.2.5 命题 若 工 是 不 可 分 ,第 一 可 数 , 自 密 , CCC, 正则 的 Baire 
空间 , 则 它 的 稠密 Losin 子 空间 就 是 一 个 工 空间 ， 

WEB] Ut M de X HAR Lein TEE. diu 1.2.4, M 是 遗传 
Lindelof 的 .三 不 可 分 而 好 在 工 中 稠密 ,所 以 M 也 是 不 可 分 的 ， D 

B. EXER 1.2.5810 1.1.11 RATA eT EMO Se, 
关键 是 要 找 出 一 个 不 可 分 的 ,第 一 可 数 ,CCC, 自 密 的 Baire 空间 .为 此 
先 给 出 一 个 引 理 ， 

1.2.6 引 理 设 二 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 存 在 一 个 由 闭 集 族 构 
[3:515 22 | Fin <a} ,满足 

(D 对 每 个 EX Als SBR ET n. FE FER (EE aE 
Foc Fc UGH F,° = IntzF,). 

Gi} # oec UF, 有 fip(fintite intersection property, 有 限 交 性 质 , 即 
任意 有 限 个 元 之 交 不 空 ) HEME n, A ANE eS CER S. 
则 互 是 Baie 空间 . 

证 明 设 |G:n<owl 蚌 无 的 一 个 开 稠 密集 序列 ,1 是 一 个 不 空 的 
FR. c, BREH, WE x € UN G. BAH), FE F CH, iE x 
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€ FocFicU(TG,. B FeO GD ABH RS) FC vx RS FP 
CPN G2. 归纳 地 作 下 去 ,可 以 得 到 一 个 序列 | 下:n < w| ,满足 FC 
FP ic KON G1 CU, = l Fin < wl WERO) A UN 
(Q6)5 0.44 8. AANG 是 稠密 集 . 口 

现在 给 出 van Douwen, Tall 与 Weiss 的 结果 . 

1.2.7 定理 (CH) 存在 一 个 0 维 的 ,第 一 可 数 的 上 空间 . 

证 明 设 . 秒 是 及 中 全 体 紧 mwd BHR RL PR Gt} A 
有 如 下 性 质 . 

O) 第 一 可 数 性 . 设 KE 3 6, = [idle KEF WIT, 
Co]:n<uw| 就 是 天 的 一 个 局 部 基 , 这 是 因为 对 任何 包含 天 的 及 中 的 
FS 6, 总 存在 n tE G C GC, Am [KG] c LK. E]. 

(2) CCC 性 . 集 族 A= Ug BRA a- SE 2 HY (o-centred) ,如 果 每 个 
A, 都 有 fip. 现在 设 PE | Win < w| 是 RR 的 一 个 可 数 基 , 它 对 有 限 并 
RHA RAMS KC OMAR C, Kc CFE n, 使 KC Wc 
G. 于 是 [K,W,] CIK, G] i 8 = LK, W, ]: KC, KC W, = 
US, BR AR BT, 而 且 是 一 个 Eb. AAS, 


V), [Kas Wal EH MICK UU Kas Wal = OK, BRAS, 
然而 有 co- 定 心 基 的 空间 必定 是 CCC 空间 . 

(3) BS. dE KEAK, CE KAIER, N G- KD. tE 
取 xEC-K, 则 K= KUlxI EZ,K ELK, Gl A K RELA. 

(4) Baire 性 .我 们 来 验证 AESH 1.2.6 的 条 件 , 取 及 中 一 个 
对 有 限 并 运算 封闭 的 可 数 基 PE [Win «ui, t ARIK, FP) KE 
J, FER PHRS KC. VIG |, 容 易 验 证 每 个 .六 都 是 SP 
的 闭 集 族 ,现在 设 [ 天 ,GE] 是 天 的 任 一 邻 域 ,因为 天 是 及 中 的 紧 集 , 存 
在 及 中 的 有 和 异 开 集 了 ,使 天 CYCT- CC. 对 每 个 mn ,因为 外 = 全 ,存在 
x€ W,— K. 1E d(x, K) > 人 0 因此 存在 >0, 使 r* -evx+sl] 门 天 = 
D.S Fav" -(2-e,x+6). BR F ETER, FA KC FC FC 
Y^c6,W,g F.FE[K.FICX.B[K,Flc(K, cl. KEK. FIC 
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CK, FT aR RE. RK Fi CUR 是 一 
个 有 fp WRI, HERET n A S19 AO.S F= FIERE, 
FINK, Fl - K UK FID E] RI iS PHA Bp. FEN, = 
下 是 不 空 的 紧 集 .但 是 对 任何 n. FE i, E K Fal ER MA F,- 
FOW, - F AD. HEREA FE onwd dE, BB. FC 35, TEZON 
R. 
(5) 无 处 可 分 性 .我们 来 证 明 任何 [KK, CRRA nr CREAR. 假设 
ZELK, C1 的 一 个 秽 密 子 集 . 对 每 个 EG-K AIK] {x},GjcLK, 
G1, FRE DE 多 使 DELKU1x!,G], 即 xEDCG, 这 说 明 G= 
UZE D JE R TH ond EN GH R ARNE, OMBB ATR 
的 . 
这 样 ,根据 推论 1.1.11 和 命题 1.2.5,. 客 包含 一 个 稠密 的 工 空间 . 
口 
附带 地 说 ,空间 .名 还 是 次 可 度量 的 {Submetrizable) ,从 而 有 正则 Gs 
对 角 弘 ,而 且 它 还 容许 一 个 比 它 粗 的 可 分 度量 拓扑 . 蕉 .各 有 可 数 的 分 
RA Rin. 2 AE Moor 空间 ,否则 ,在 CH F, ARE Losin 子 空间 
是 Lindelof 的 Moore 空间 ,因而 是 可 分 的 ,这 将 得 出 矛盾 . 
RE: P-R 拓扑 是 Pixley 和 Roy 1969 年 在 研究 Moore 空间 完备 化 问题 
时 为 构造 反例 提出 来 的 ( 见 [19691), 它 实际 上 可 以 看 做 是 从 一 个 已 知 
的 拓扑 空间 按照 基 种 程序 产生 出 一 个 新 的 拓扑 空间 的 手段 .这 种 程序 
或 手段 ,拓扑 学 界 往往 称 之 为 “机 器 " (machine) .通过 Pixley-Roy 程序 产 
生 的 拓扑 空间 SLX AE RE T- Gen zs ng 的 拓扑 结构 ,同时 
也 取决 于 X 的 子 集 族 多 的 选择 ,因而 具有 很 大 的 灵活 性 ,不 失 为 构造 
各 种 反例 的 良好 工具 ， 


$3 用 Sierepinski 集 构 造 L 空间 及 
平方 不 是 Baire 空间 的 Baire 空间 


这 一 节 我 们 主要 讨论 及 中 的 Sierepinski 集 在 构造 拓扑 学 中 的 反例 
i 


中 的 应 用 . 先 介 绍 Tal[ 1976] 的 结果 ,然后 介绍 White Je. [1975] HAR. 
作为 预备 知识 ,我 们 先 给 出 关于 R E Lebesgue 测度 的 若干 结论 和 RR 上 
的 密度 拓扑 及 某 些 性 质 . 

Hm Æ R EM) Lebesgue WIE. A EEIE LIWE a 代数 . 设 
A,BC.AE. SIE 4 ~ BER m(AAB) = O(A 是 对 称 差 运 算 , AAB 
z(A- B)JUCB- 4)=(AUB)- (CAP B). EE EC IE, CR, ie 

dy (x) =lim spm(EN Lx - hy + hl), 


dg(x) PRA E EA x 处 的 密度 ,又 记 oC £) = Ixidg(x) = 1f. 
1.3.1 定理 {Lebesgue 密度 定理 } 若 ECA, J] e(E) - E. 
证 明 分 两 种 情况 证 明 . 
(1) E BARS. "SE mCE - gCE)) =0. 对 任意 >0, 记 
A, = [4€ Eimer MEN Lx heth)) e], 


B E- eC) = DAL BIDUATEUESDSTER e» 078 m" CA) -0 BD 
可 ,为 了 方便 ,我 们 省 略 下 标 , 记 4 = A. RE m^ (A) >0, 则 存在 有 界 
FR c.f ACG, mimi €) « gim (A). it 
&- ric c 是 闭 区 间 , 满 足 m(END<(1-e)m(E)}. 
当 xwE4 时 ,由 AL 的 定义 ,存在 有 包 合 点 * 的 ,长 度 任意 小 的 ,属于 多 
的 人 区间 ,另外 , 若 | :nn<w| 是 区 中 任意 一 个 互 不 相交 的 闭 区 间 序 列 ， 
则 有 
m*(ANCUL)) EE m (ANE) < 2m" (ENE) 
s -e)2im I) - e)mC) <m* (A). 
BRLA m* (A - Ul, ) = m* (A) 一 m* (AQCUED) >0. 
现在 ,归纳 地 构造 1: n «eL ERR EE nC E BR hooh E 
经 选 好 , 令 
& = (ERIN UE) =I, 
d, = Spi m D I€ &. 
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WB, PEA Ia ABE mU, D > oy AGER. 
&B=A- URM] m* CB) >0, 于 是 存在 no» f 21m (1) < 


Lmt) J, 51, HPT BEN 3m CL) WAKE, HEER 
等 式 可 知 ,| 有 :n> nol KIEA 8, 于 是 存在 点 «€ BU J BA 


点 * 人 4 一 ,所 以 存在 区 间 IC E, lli x 是 I 的 中 心 .这 时 了 必定 与 某 
^P Ln > no) 相交 , 理 则 由 mL) d, «2mCL 对 每 个 ”都 成 立 ,就 
会 得 到 ,2 m a ARKAE, m(G) < FA n E LO P 


的 最 小 的 自然 数 , 则 n> no, 并 且 IN La = 2, FH IE E, aim) 
«d, «Im G,) RPA sE L5 2€ U JL FM, RET 


m* (A) 20, T mCE— of E)) - 0. 

ahu RiR EARS F-I- EE, 易 见 当 xEI 
时 ,xE o£) BAM x € pt( 下 .前面 已 经 证 明 m*(F- op F)) =0. 
因为 e(E)- EC(I- g(F)) -E-2 F-g(F), 于 是 也 有 m' (g(E) - 
E) = ,由 此 即 得 m( EAg(E)) 20, BI E ~ pt E). 

(2) E ETRE. 取 一 个 单调 上 升 的 有 上 界 集 序列 1E,:n < w} ,使 
E, $ E. XR g(E) t g( E). H E, - g( E) C E, - p(B), 得 出 mCE 
- eCE)) = limmCE, - e( E)) =0. RWA m(p( E) - E) - 0. FRA 
E ~ (E). 口 

1.3,2 定理 Ba p:. 必 >. 必 具 有 如 下 性 质 : 

(1) e(0) - € , o(R) - R. 

(2) gCE) ~ E, KAM E ~ Feo E) ~ o( F). 

(3) Ec F5 g( E) C eC F). 

(4) eCET1 F) = gCE)P e CE). 

证 明 《1)、(2)?、(3) 是 明显 的 ,我 们 来 证 明 (4). 注 意 对 任何 一 个 区 
B LA I-COEDF)EGO-EJUG-F)TRmO) -mUNEN Ps 
ml- E) - m(I- F) m(D - m) E) +m) - m INF) BRE 
式 ,得 
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mI E) mUN EF) 4, mUN ENF) 
mN t m(n < ml) 


由 此 推出 ,着 *E (EN OCF) cE op ENF) BU 
PENG FY CeCENMF). 口 

现在 ,我 们 定义 FE: ECe(E)t M 

(1) GER RC. 

(2) # A,B€ S Wd AN BC eA) eC) = eCACTI B), 18 
AQ BES 

(3) Hi A,:a€ IL CH We UA, c UpC AL) C ol UA). UAE 
Z 

于 是 多 是 R 上 的 一 个 拓扑 , 称 它 为 R 的 密度 拓扑 《density 
topology) .下 面 我 们 把 (及 ,多 ) 记 作 x. 

1.3.3 定理 X-(R,7)A PREM: 

(1) X E R WIHA. 

(2) X EEMB. 

(3) X Æ COC 的 ， 

(4) 设 4cCR, 则 下 列 命 题 是 等 价 的 :(a) mCA) 20; CB) 4 是 nwd 
集 ;(c) A 是 meager R; (d) A 是 闭 离散 集 ， 

证 明 (1) 设 了 I 是 开 区 间 , 则 CI) = 了, 即 每 个 开 区 间 IC 所 以 
FURIE AMR, A) Ty 的 ,次 可 度量 的 . 

Q)i$ EC Xx€ E. GEB xCo(E),3 JG2E XI n, A 


s(zn[x-l.s«i])» 0. RRP TRH CEN 


n'** 25 
(~ LER L), 8S m(F,) > {1- nL (sn(s-d - a3). ic 
= |s} U CUF), NFER THAE, AmE X PHAR, TE 


g(F)CF. 因 为 d(x)=1, 所 以 nam(FN(x- 去 ,z+ 去 )) > 
aah Ear) saeson 
2— 


2n 
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在 证 明 ,对 每 个 4E. 改 ,有 p (AY€ M o( A) pl p(A)) ER eA) 
- 4, 故 对 任何 开 区 间 LE pN- ANI, FEKA "UM = 
mA gi gy x€ e(o (ADSL BAUÓS «€ p(4). 这 就 证 明了 


g(g(A)) = g( A). FB gCF)BEEE x 的 一 个 邻 域 ,并 且 CIF C FC E. 
PREP X EEMS RI. 

(3) PERE E d X PRR SS mE) >0, 由 于 m Ro 有 限 
OE XP RA HU E S TTE E RT CT. 

(4) 4 E ERWEE, IBRA g(R- E) - R. BÜR- EC. RE 
每 个 零 测度 集 都 是 闭 集 , 于 是 m CA) = 0A RAAB A 是 md 集 
=A 是 meager 集 . 设 4 是 md 集 ,由 定理 1.3.1, 有 (A) ~ 4, 于 是 
m(p(4) - A) =0, 即 pC4) - A 是 闭 的 ,但 pC AJ RTI Lt pg(4)- 
(pf(4) - AEZ 又 因为 pp(4)-(gp(4) - A3 AL, A Æ nwd SE, PITE 
9(A) - (oCA) - A) - O,BI ofA) C oC A) - A. HE mCpC A2) x 0. 
EH o(A)~ A, m(A) 2 0. Hp m fa 可 加 性 可 知 ,每 个 meager SE Ur 


都 是 零 测度 集 . 口 
1.3.4 定理 互 是 无 处 可 分 的 ,遗传 Baie 空间 ,并且 每 个 ECA 
都 是 G 集 . 


证 明 ”图 为 每 个 可 数 集 六 CC 及 都 有 测度 零 , 从 而 是 enwd 集 , 所 以 
D 不 能 在 尾 何 不 空 开 集 上 秽 密 ,这 说 明 无 是 无 处 可 分 的 .由 此 也 可 坟 
看 出 七 中 不 存在 任何 非 平凡 的 收 航 序列 . 设 YcCX, 假 如 了 蚌 nwd 集 ， 
那么 了 就 是 一 个 闭 离 散 集 , 子 空间 了 中 唯一 的 稠密 集 就 是 了 自身 ,所 
以 了 是 Baire 空间 .假如 了 不 是 wwd 集 , 设 i Gin < wo | É— FIT E , tE 
G, y dE Y veru. D Y - c, EY PA A X PH ed E. 
ULY- 6) = Y- NG, 是 X 中 的 mwd E, TJ Y - OG, se Y, BU 
(DG) YD , BTA Y d Baire 空间 ， ri 

1.3.5 定理 对 每 个 YCX, 存 在 一 个 CCC 集 f 和 一 个 闭 离 散 集 
C, 使 了 = CUD. 

证 明 HX Y-IYDimCcY IULYT CY - maY], BF X 
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是 CCC 的 ,所 以 它 的 开 子 集 im(CLY) de CCC 的 .而 C= YN mC) 
是 mt(ClP) 的 稠密 子 集 ,所 以 尼 是 CCC 的 .又 了 门 (CI7 - Im(CIY) = D 


是 一 个 nwd 集 , 因 此 是 闭 离散 集 . O 
1.3.6 定理 XX 的 子 空间 Y RE Lindel 的 充 要 条 件 是 :了 是 
一 个 Sierepinski 集 . 


证 明 (1) 设 了 是 遗传 Lindelif 子 空间 . X m(E)=0,0 E BA 
离散 集 ,7Y 门 五 是 子 空间 了 中 的 闭 离散 集 , 于 是 1 了 门 互 | 过 w. 这 就 证 明 
了 了 是 Sierepinski Æ. 

(2) 设 了 是 Sierepinski 集 .由 1.3.5,Y= CUD, 其 中 也 是 CCC 集 ， 
五 是 闭 离 散 集 . 设 EY BOTE LACE C 是 CCC 的 ,存在 可 数 
FR wc BUS, 在 C PH. FB C- UM, EA dE. Y- 
Uza -(CUD)- Uy BY +H wd S, P3 mj ME EAE, Y 是 
Sierepinskif£ HEX Y- U% 是 可 数 集 ,存在 可 数 子 族 cæ, Y 
c(UM UCUZA). AEE T" Y 是 Lindelif 的 .由 于 Sierepinski 集 的 
任何 不 可 数 子 集 仍 是 Sierepinski 集 ,所 以 了 是 遗传 Lindelif Sia]. O 


现在 我 们 可 以 叙述 Tall ESET 

1.3.7 定理 (CH} 存在 一 个 工 空间 y, 它 是 0 维 , 正 则 和 遗传 
Baire 的 ， 

证 明 由 定理 1.1.2.1.3.4 及 1.3.6 即 可 得 证 . L1 


Baire 人 性质 是 拓扑 空间 的 一 个 重要 性 质 . 泛 函 分 析 中 关于 Banach 23 
fa) E^ FE PEE” (Category argument) ,就 是 莫 定 在 完备 度量 空间 具有 
Baire 性 质 的 基础 上 的 , 它 在 证 明 某 些 存 在 性 命题 (比如 ,处 处 不 可 微 的 
连续 函数 存在 性 , Fourier 展开 式 在 一 个 稠密 Gs 集 上 发 散 的 周期 为 2x 
的 连续 函数 存在 性 等 ) 时 是 一 个 有 力 的 工具 .那么 ,是 否 任意 两 个 Baire 
空间 的 莱 积 还 是 Baire 空间 ,这 是 一 个 受到 关注 的 问题 ,1961 年 Oxtoby 
[1961] 借 助 CH 找到 了 一 个 反例 ,1975 年 White Jr. YE CH 下 ,在 RR 的 密 
度 拓 扑 空 间 找到 了 反例 ([1975]). 最 后 ,1976 年 Cohen 给 出 了 一 个 绝对 
反例 (所 谓 绝对 反例 是 指 不 异 助 于 ZFC 以 外 的 任何 集 论 假设 , 羽 投 用 
ZFC 公理 系统 构造 出 来 的 反例 ). 不 过 有 趣 的 是 ,尽管 Cohen[1976] 作 出 
的 是 一 个 绝对 反例 ,但 它 的 构造 方式 却 是 采用 forcing 这 种 典型 的 集 论 
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方式 ,而 且 作 者 本 人 一 开始 也 没有 意识 到 它 的 绝对 性 ,还 是 在 审 稿 过 程 
中 被 审 稿 人 发现 并 指出 来 的 .这 一 节余 下 的 部 分 我 们 介绍 White 的 结 
X. 

1.3.8 ”定理 (CH) friE— 5E IERI, 14% Lindelof, 38 f£ Baire 
的 齐 次 空间 了 ,使 了 x 了 不 是 Bare 空间 . 

证 明 设 了 是 如 1.1.12 中 所 作 的 Sierepinski 集 , 记 。 为 了 的 区 间 
拓扑 .已 知 (Y, + ) 是 一 个 群 ,(Y,e) 是 好 中 的 一 个 meager 集 ,现在 把 了 
XR, = X 的 子 空间 . 如 定理 1.3.6 所 述 ,了 是 一 个 正则 ,遗传 
Baire 的 上 空间 . 

对 任何 x0,yoE Y, Ë a= yo- xoE 了 ,于 是 p(x)=x+ 加 是 了 到 
上 的 一 一 映射 ,满足 p(x0) = yo. 由 直线 上 Lebesgue 测度 的 平移 不 变 
性 ,可 推出 p 是 了 上 的 一 个 拓扑 映射 .所 以 了 是 齐 次 空间 . 

FEHER Yx YX x X PHA meager 集 .由 于 了 是 Sierepinski 
集 , 有 m (了 Y) >0, 叉 由 了 的 作法 ,Y= UA, , Soh A, 是 及 中 的 
mwd 集 , 令 H, - R- UA H ÆR PRR, REET, H 
= 0H, € R PRE 6 R. BRA YNH=S. 

4 K-2i(x,y):ix-y€ HI. ES H REG, BLD KBR PH G 
集 , 从 而 也 是 X? 中 的 名 集 , 并 且 若 4, 吾 是 及 中 测度 太 于 0 的 集 , 则 
由 Helson[1948] 的 一 个 结果 ,有 KANCA x B) e OT d K Re A? pR 
PPAR. BK = DV, JEn V, RE RH OTR. TY, + ) 是 群 ,由 
的 定义 及 了 门下 = 名 可 以 推 得 (Yx Y)1K 2 2,Bl Yx YCRxR-K 
= U(Rx R- V,) E V, J& X? ri TERIS BEL Y x Y XT rig 
meager 集 . 这 说 明 Y x 了 不 是 Baire 空间 ， 口 


$4 一 种 加 细 给 定 拓扑 的 机 器 ,Kunen 线 


这 一 节 我 们 介绍 由 Juhasz, Kunen 和 Rudin[19761 所 创立 的 ,运用 
CH 加 细 一 个 给 定 拓扑 的 机 器 . 当 把 这 个 机 器 施行 于 及 时 ,就 能 够 产生 
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一 个 具有 良好 性 质 的 5 空间. 

1.4.1 机 器 的 构造 (CH) 设 (X,p) 是 一 个 势 为 2" 的 第 一 可 数 的 
T,7:]B], X = |x: £ < o]. Xf o « on, i X= ixetcal. 记 6 = pfl 
ACM, HEX, PECK, o) EFT S8 e] SE HH BERT ELI 5236 < oL EL X ] 8 
的 一 个 排列 ,使 得 ¥ &< wl, 有 Se C Xe. GPR A RE AS, 
证 明 如 下 : 任 取 [ 针 ]**“ 的 一 个 排列 1 Fes E < wi, 亦 即 给 出 一 个 e. 到 
[X]*“ 上 的 一 个 一 一 映射 ,使 A(E) = Fe REM 0 (0) = B o(1) = fey). 
fit v $<a,st#) 已 定义 ,使 得 oaté&)cC Xe 成 立 .现在 定义 

pla) = mint EAE ELX <" -lo(é):E<all. 

因为 | [和]<*| > 1a1,f 是 一 一 映射 .上 述 式 中 右边 的 集 是 不 空 的 ， 
yp(o) 能 够 妥善 地 定 儿 .现在 再 定义 ato) = 所 g(a)), 这 就 完成 了 归纳 
TH. S= ola). BRA SCX, ASR o 的 定义 看 出 a 是 一 个 一 
一 映射 .余下 只 人 须 证 明 o 是 到 上 的 ,假如 [无 ]s” — ran s 关 名 .这 就 音 昧 
EESE ane! 49.4 p s mni£t;f(£)E rang}. Ml) f(9)€ rane, 
而 Y é< 9,8 fle) rang. HE a 2 minl 8: fC 9) € [Xp] 9"). HE p 的 定 
X UH pta) = y Ail (a) = fy). PB.) 

按 归纳 方式 ,对 每 个 a EM X, 上 一 个 新 的 拓扑 ,使 它 满足 如 下 
的 归纳 条 件 : 

(D YA cagot r1 X). 

(2) C Ta» 

(3) c, 是 第 一 可 数 , 局 部 紧 ,0 维 T, CM ERR RERO RT HERRERA 
1h. 

(4) VY«B«a. I xs€ CLS,. A as C CSy. 其 具体 作法 如 下 ; 

Daselht Mr, AX, 的 离散 拓扑 ， 

OQua<a<a;. MAA Baa. co BAPE. 

A. a 是 极限 序数 . 则 令 r, = Prg AR ra AERA Urp AF 
基 生 成 的 x, 的 拓扑 ， 

B. a = 8+1 SRAM. A X, = XSU Lust 根据 条 件 站 
PU Xs) = tg, RE MAA xy 的 那些 开 集 .分 两 种 情况 讨论 如 下 : 
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a. HV E< BUE xg E ClzSe. 则 定义 {xgl € ras HI xg 是 (五 ,ri) 中 
的 孤立 点 . re 由 rp lizel ER. 

b. i£« B: 5€ C1 Se] 产儿 .将 这 个 集 排 成 1 和 ;nm < o | ,使 其 中 的 每 
个 & 被 排列 无 限 多 次 . 取 xg 在 (X,p) 中 的 一 个 可 数 下 降 开 邻 域 基 { UD,: 


n « | XH n, JR p, € Ua N Se,- E829 peony € Xp STU par < 
ww| 是 (如 ,rg) 中 的 闭 离散 集 . (和, rp) 是 0 维 局 部 紧 可 度量 空间 ,于 是 
存在 关于 rg ERRERIK n< ol ,它们 互 不 相交 ,并 且 对 所 有 
mH pc Ka C Un. i, = Hag UL UK): newl eX c, WB eU 
.及 生成 的 拓扑 .这 时 归纳 条 忻 (1) ~ (4) 仍 然 是 满足 的 . 

最 后 令 r= 之 fr .这 时 r 是 王 上 一 个 0 维 局 部 紧 丈 , 第 一 可 数 和 


局 部 可 数 的 拓扑 . :a < mil 是 AR. CRA EE EM 
以 于 不 是 Lindelof 空间 . 口 

1.4.2 定理 (CH) 设 (X,p) 是 遗传 可 分 ,第 一 可 数 TS 空间 ， 
(X, r) EE LEIRE E RE. 

(1) 3$ ACX, WIICLA - CLAL s v. 

(2) (X, c) itf T A I. 

(3) CX, MERK, WCX, c) Re el. 

(4) HX, p ETE WEE Lindelor 69, WICX , c) EER. 

(5) BCX, p) SIEM Lindelöf ES] , D ( X , r) SESE (realcompact) H}. 

证 明 (1) 由 假设 ,存在 可 数 集 Bc 4, 使 CB = CLA. B= S,, 
则 由 归纳 条 件 (4) CA- CLA C | xg: E< al ,因此 是 可 数 的 ， 

(2) 对 每 个 CC X, UE A 是 可 数 集 ,使 Qh = CLC. WE AUCE- 
Cld) 是 可 数 的 ,并 且 是 C 的 稠密 子 集 . 所 以 子 空间 C 是 可 分 的 . 

(3) RACK 是 一 个 r HR. hC), IOA- Al co. HRE, CLA 
是 (了 ,p) 中 的 G 集 , 从 而 也 是 ( 开 ,F) 中 的 Gy SE. CLA - A BCX, r) 
中 的 F, EA A = CLA - (CLA - A)ZE(X, 7c) AY G SR. 

(4) E H, K 是 互 不 相交 的 + 闭 集 . 称 一 个 = 开 集 已 是 “好 "的 ,如 
BCU 至 多 与 五 ,KK 中 的 一 个 相交 ,对 每 个 pe XK p 的 一 个 “好 " 邻 
域 Ulp) PA X - (CHM CLK) p TEM, pLindelot 的 o 开 子 空间 .所 
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以 有 可 数 个 p 开 集 (从 而 也 是 r FR) MENS X- (CL 
CLK) ,并 且 它 们 的 o 闭 包 至 多 与 上 ,下 中 的 一 个 相交 .由 于 pCtr, 有 
CLA c CLA .所 以 这 些 集 也 是 "好 ”的 * HE. B (DOLAR CLE 一 定 是 
可 煞 的 ,于 是 整个 二 有 一 个 仅仅 由 “好 "的 c FAR A 多 . 
将 A RPM TS IVCSR AHAD A PE WE PNK 
2I. TR Y-U(V,- UW), W= UO, - UCL BE RE H A 
天 的 + FR. 

(5) BEX RT q- 完 备 的 Z ip. M v-izCce Zo 
闭 的 | 是 o- 完 备 的 .假定 五 是 pLindelsf 的 , 则 有 站 55 必 . 取 一 个 点 pE 
NZ 利用 (X,p) 的 第 一 可 数 性 与 完全 正则 性 ,存在 五 到 [0,1] 区 何 的 


p ERER Epl = $100). 于 是 对 每 个 4,f-!{[ 士 ,1]) 瑟 名 从 而 
p\[Lallé zc pan 多 的 极 大 性 ,f-'( [o4] ) ex mm we 


n 

ese A Aip) EW, B p € f) ex, Amb €x BER. 这 和 便 证 明了 
(X, XE. 口 

当 我 们 把 R( 它 是 遗传 可 分 ,遗传 Lindeltf 的 ) 作 为 机 器 的 输入 时 ， 
便 得 到 如 下 定理 . 

1.4.3 ”定理 (CH) 存在 全 正规 ,局 部 紧 , 局 部 可 数 ,第 一 可 数 ,0 
维 实 紧 的 $ 空间 . 口 

这 个 空间 人 们 常 称 之 为 Kunen 线 - 

上 述 由 给 定 空间 通过 wi 步 归纳 产生 新 空间 的 技巧 是 一 个 强 有 力 
的 工具 ,被 许 多 人 用 来 构造 有 用 的 反例 .Juhasz, Kunen, Rudin 在 同一 篇 
文章 中 ,从 Losin 集 出 发 ,还 构造 了 一 个 正规 ,局 部 紧 , 第 一 可 数 ,得 传 
可 分 ,但 不 是 可 数 仿 紧 的 空间 . 它 不 但 是 一 个 5 空间 {因为 正则 Lindelöf 
空间 是 仿 紧 的 ), 而 且 还 是 一 个 Dowker 空间 , 所谓 Dowker 空间 指 的 是 正 
规 而 不 是 可 数 仿 紧 的 空间 . 1951 年 Dowker H AEA, AEREN X x I 
是 正规 的 充分 必要 条 件 为 ,了 是 正规 可 数 仿 紧 空 间 ( 见 Dowker[1951]， 
这 里 了 指 的 是 单位 区 间 [0,1]). 另 外 ,在 同 伦理 论 中 也 提出 了 是 否 任何 
正规 空间 与 1 的 乘积 都 是 正规 的 问题 . 这 样 自然 会 问 , 有 没有 正规 但 不 
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是 可 数 仿 紧 (等 价 于 正规 ,不 是 可 数 亚 紧 ) 的 空间 ? 最早,1955 年 Rudin 
在 承认 存在 Sudin 线 的 前 提 下 作出 了 一 个 Dowker 空间 ( 见 Rudin 
[1955]).1971 年 她 进一步 在 ZFC 系统 中 作出 了 一 个 绝对 例子 (Rudin 
[1971]) ,这 个 例子 的 构造 涉及 箱 乘积 ,而 且 看 来 它 的 势 很 大 , 等 于 
Cody)”. 它 既 不 是 可 分 的 ,也 不 是 第 一 可 数 的 . Dow, van Mill[ 1982] 给 出 
了 一 个 极 不 连通 的 Dowker 空间 ,但 它 的 构造 仍然 是 以 Rudin 的 例子 作 
为 素材 加 工 的 ,并 未 脱 其 案 白 .此 外 ,对 Rudin 的 这 个 例子 ,Har[1981] ， 
[1982] 两 篇 文章 证 明了 它 是 2-full 正规 和 orthocompaet 的 , 这 也 只 是 枝 
节 性 的 成 果 . 总 之 ,关于 Dowker 空 间 的 绝对 例子 ,迄今 为 止 就 只 有 这 人 么 
一 个 不 太 令 人 满意 的 空间 .然而 借助 于 某 些 集 论 假 设 , 人 们 却 可 以 构造 
出 许多 具有 良好 性 质 的 “小 ”Dowker 空间 . 我 们 在 后 面 还 将 陆续 提 及 . 
AK Dowker 空间 的 较 全 面 的 介绍 ,读者 可 以 参看 Rudin 在 《Handbook of 
Set-Theoretic Topology》 一 书 中 写 的 Dowker 空间 一 章 . 

eS} RIF CH 和 本 节 类 似 的 技法 ,Rudin 和 zenor 还 作出 了 一 个 全 
正规 ,不 可 度量 的 流 形 (所 Rudin, Zenor[ 1976) . 


$5 Calibre w, 与 可 分 性 ,CH 的 一 个 等 价 命题 


1.5.1 定义 the 是 一 个 基数 ,拓扑 空间 互 称 为 有 Calibre ,如 
果 对 任何 一 个 由 非 空 开 集 组 成 的 势 > * 的 开 集 族 多 ,存在 势 等 于 e 的 
FIR U a «x| cg E CU RO. 

X TREI 多 称 为 是 点 的 .如 果 对 尾 一 x € X, ord( x, 22) = 
| [VE :xE | <w. 注 意 点 -wi 族 就 是 通常 所 说 的 点 可 数 族 . 口 

BE, X A Calibre « 等 价 于 说 王 的 任何 点 -e 开 集 族 都 有 小 于 * 的 
35. FEE, X A Calibre w (iA Cal oi FT 开 的 每 个 点 可 数 开 


集 族 都 是 可 数 的 . 

1.5.2 命题 任何 可 分 空间 都 有 Cal an. 任何 有 Cal wi 的 空间 都 
是 CCC 空间 . 

WEB] BR. O 


Sanin [ 1948 ERT , SLi X,:5€ S} HEA X, A Calibre x, M e JE 
21 


正则 基数 , 则 于 j 蕊 :ES 有 Calibre «. 特别 地 ,任意 一 族 有 Cal wi 的 空 
间 的 乘积 仍 有 Cal wi, 因此 并 非 每 个 有 Cal wi 的 空间 都 是 可 分 的 , Bl 
如 , 设 D = {10,1 是 离散 空间 . 则 D 有 Cal wi ,但 它 不 是 可 分 的 . 因为 车 
XBT, 空间, 风 1X| 227 2" r, BIDI = >2e. 然 而 ,对 
于 第 一 可 数 的 T; 空间 类 , 却 从 如 下 的 命题 可 得 出 某 种 肯定 的 结论 . 

1.5.3 定理 (CH) #<2° 的 有 Cal wi 的 空间 一 定 是 可 分 的 . 

证 明 设 和 = le: < wll .假若 半 不 是 可 分 的 , 则 对 每 个 wx <w, 
= 于 -1xe:&< al] 是 不 空 的 开 集 . 令 多 = 1Bsa <a}, AIH = 
e ME EX, A ord( x, 24) = o. BE X BUR Cal a. ð 

1.5.4 推论 (CH) 任何 一 个 有 Cal wi 的 第 一 可 数 的 T E, 
都 是 可 分 的 (Efimov)， 

证 明 HARER XI eat KO = 2% = on (参看 Hodel[ 1984] 
4.7) 及 1.5.3 即 得 . D 

在 第 二 章 , 我 们 将 利用 MA +7 CH 证 明定 理 1.2.7 中 的 那个 空间 
FEA Cal wl. 这 表明 1.5.4 所 述 的 命题 是 与 ZFC 独立 的 .下 面 我 们 将 证 
AA 1.5.3 中 所 述 的 命题 实质 上 与 CH 等 价 . 

1.5.5 定义 拓扑 空间 庆 称 为 * Lindelof 的 .如 果 对 的 任何 一 
4I BUS 多 ,都 存在 AC [X ]9* EU Ste, € 1x € Al =X. MER 
[1983] ) 口 

容易 证 明 ,每 个 可 分 空间 或 避 紧 空间 都 是 * Lindelof 空间 . 空间 X 
是 Lindelöf 的 当 且 仅 当 三 是 * Lindelof 和 亚 Lindelaf 的 . 

1.5.6 定理 ”下列 各 命题 相互 等 价 : 

(1) CH. 

(2) #2” 的 有 Cal wi 的 空间 是 可 分 的 . 

(3) Hed’ 的 有 Cal wi 的 空间 是 * Lindelof 的 .( 戴 牧民 [1989] ) 

TEAR “1) 一 (2) 即 定理 1.5.3. 由 (2) 一 (3) 是 显然 的 .为 了 证 明 {3) 
一 (1), 先 给 出 两 个 引 理 ， 

引 理 1 {4 X BA Cabo. 的 第 一 可 数 室 间 ,多 是 一 个 不 可 数 的 开 
集 族 , 则 存在 不 可 数 的 子 族 Be" ,使 Pt NS. 
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证 明 首先 ,多 有 一 个 不 可 数 的 子 族 NMS. pe 
NAE p TITRARE] lpn ENL E mnEN, 令 2 = UE 
2: B,(p) c Ul M = Uian EN. FERET n, IY, 1 > 
wo. T T, WO S Bp) CNB. 

9|: 2(4 CH) (R, SV 0) 是 一 个 有 Cal o 的 不 可 分 T5 AR. 
(此 处 SV C Xon AL SE la. b)ia« b, a, bE RIUIR- A: AC 
[RJ]**| 为 子 基 生成 的 拓扑 . ) 

证 明 FRR, SV C) 的 一 个 不 可 数 开 集 族 . 注意 每 个 6E 多 
都 可 以 表示 为 6 = UCG) - A(G) 的 形式 .其 中 UC 6) dE Sormgenfrey 线 中 
的 开 集 而 ACG)C[R]*". Somentrey 拓扑 显然 满足 引 理 1 的 条 件 .于 是 
FE B= VU, - Aso «dl CRI Ca b) f Ca ED CT EU ia < i. 
由 Cu] Ula za «mill cw, ANSE NiO a <a} -UlA:a« 
«ni oe D TEA T (R, SV CA Cal wi. 因为 任何 可 数 子 集 都 是 闭 
SE BREACR, SV C) 是 无 处 可 分 的 . 

现在 转 到 (3) 志 (1) 的 证 明 . 记 £5; = Rx 101, Z, 2 Rx 11], X 2 LU 
五 ,定义 在 的 一 个 拓扑 = 如下. GE o 当 且 仅 当 ;名 车 (x,1)E GWE 


在 = 和 4E[R]s", 使 ([z,z+ 十 ] -4) xtti ces Gm € 6, 则 


存在 =" 和 4E[R]<", 使 ({z -二 ,xj - 4] x {11 c 6. 可 以 验证 :DX 
的 任意 两 点 是 函数 分 离 的 ,从 而 是 T, 空间 .加 Ly EX HBS. 
@ 二 是 的 开 移 密 集 .由 引 理 2,L A Ca wi. 由 于 二 是 文 的 开 稠密 
fi, XA Cal wi. 今 证 明 久 不 是 # Lindelof 空间 . 易 见 | [Rj<*| =2° = 
e.fE2" = iaia < cl 到 [Rj<* 的 一 个 满 射 f, 使 得 对 每 个 AC TiR]s”"， 
IAA] = e, 叉 将 及 中 的 点 排列 为 xsa < cl. 对 每 个 a<e, 令 以 = 
raO UCR- (a) x 41), UU 9-16, ia «cl eX PIPER 2E 
Ex, ,00 € Gg 当 且 仅 当 a = 有 .现在 ,车 MELL], M- Ax |l}, 
WS f(a) = AE GNM =B. FÆ EU, $):pC MI. 
但 | la:f(a) = AL| =c, 所 以 对 每 个 NE[Lo]*, 存 在 a, 使 f(a)=A 而 
(x,,00€ UIS(p, F) gE NI]. 于 是 定理 得 证 . 口 
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§6 用 CH 构造 具有 良好 性 质 的 
可 数 仿 紧 , 非 正规 空间 


在 84 我 们 介绍 过 Dowker 空间 的 概念 ,这 指 的 是 正规 , 非 可 数 仿 紧 
的 空间 ,我 们 也 提 到 过 这 种 空间 在 ZFC 系统 中 是 很 难 找到 的 . 与 Dowker 
空间 概念 相对 的 一 类 空间 , 即 正则 ,可 数 仿 紧 , 非 正规 的 空间 ,被 称 为 反 
Dowker 空间 ( Anti-Dowker Space) .这 种 空间 的 存在 性 也 并 不 是 显 而 易 
见 ,随便 能 举 出 来 的 , 然而 它 确 实 有 多 个 绝对 例子 , 比如 Wage 的 
[1976a] 和 [1977] 就 分 别 作 出 过 全 的 和 第 一 可 数 ,可 分 的 反 Dowker 空 
间 . 这 一 节 我 们 将 介绍 Wage 用 CH 构造 一 个 全 的 ,局 部 紧 的 同时 是 S 
空间 和 反 Dowker 空间 的 方法 ， 


1.6.1 空间 的 构造 RE X-Rxo. 4 ko LIS { (yk): 
Iy- xl el]in < o EAR, IO AERA, i= 0,1 Ot mL Cy, 


k)ik=i,mk>a>d,ly— xl < 二} 作为 点 (x,i) 的 第 n 个 邻 域 (nE 
N). 以 这 些 邻 域 系 作 基 生成 《的 一 个 拓扑 p. 这样 (X,p) 是 一 个 遗传 可 
分 ,但 不 是 T, 的 空间 ， . 

承认 CH. ie R= tre cowl A iCap kik « o, pca Mid 
[X] = | Saa < wl ,使 得 对 每 个 a, 有 Sc. IESU 2 ERE 
个 qs ,构造 上 的 一 个 拓扑 5, 使 之 满足 如 下 条 件 : 

Wee 72x oj, Cl) te = Ty | Xe, HEF c, | x, xm Hh E ÆRA X. 的 子 
空间 拓扑 . (2) 每 个 c, 都 是 0 维 ,第 一 可 数 ,局 部 紧 T 拓扑 . (3) 0,5 
UNAX UE ol. (4) V p< dF xE CLS, J x, € Q,S,. 

具体 的 构造 步骤 如 下 : 

A. 4 pw 时, 令 rp 是 离散 拓扑 . 

B. 当 B» o 是 极限 序数 时 , 令 zp = LUC Vo BUD XE 
ry b PRERIO) —(4) JR AE BU. 

C. 8»o,8-2a c1. BN X= X, Ulixi x w. CR Am, USD 
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{X, x o SPREE AR Cx, E) GE IRE AT 

Ci) 车 对 所 有 的 p< (xL AVE CLS, WE (n, ,8) 为 zg PRII 
立 点 . 
Gi) FALIE Ask: 3 pea f(a, k) C CILS, I WET AEA 和 
aco, BTCA: (a) Byte X, 中 的 紧 开 集 , (b) (ko n) e Com) 
时 有 B Be = 7. (o) E UC o, ACU, MBAR n 外 ,有 Bin 
CU.(d) E Vp «f, Cu, k) € CS, MARES nf S, N Bu 
2. 

现在 我 们 来 证 明 这 样 的 Bi 确实 是 可 以 选 出 来 的 .我 们 对 A 中 的 
数 进 行 归 纳 . 设 各 是 和 中 最 小 的 数 , 则 至 少 有 -个 pa, tE, a, hy) 
€ C,S, .这样 的 u 顶 多 有 可 数 个 , 设 为 pos pis X EG, ko) 的 一 
个 p RREK | Vij < col .对 每 个 i 因为 (x。 s ko) E CIUS, , 故 可 以 从 5 
选 出 一 个 o KFs kot BIEI] 8;:j < wi ,使 得 对 每 个 j, 有 SC 
Vi, MEH SQL « m ie wl{ 重 新 排列 成 如 下 右 图 中 的 形式 ,得 出 一 
个 新 的 序列 Soo So: 819, Sa,…: 我 们 把 它 记 作 3S(0). 对 这 个 S(0) ,有 

(1) 5C0) p UCSF AL Cx, , ho). 

(2) XE ESL ko) € CS, DIE S.T p» 
S(0) 有 无 限 多 个 点 . Sa Si Bg Sp... 
为 了 简单 起 见 ,把 5(0) 仍 记 为 | Sow:n<wl. 9» Sr San 

现在 考虑 by = min(A 161). 与 ko 时 类 似 , 可 以 T Sg Sy en 
作出 一 个 序列 SCL) = {Snin «ol, ARARE 2 

在 选择 | Sy:j < w,i< wi 时 , 选 出 的 点 要 与 S$(0) 中 的 点 全 不 相同 .由 于 
S(0) o KAF (ra, ko) ,这 总 是 可 以 做 到 的 .( 当 ko = OT 和 =1 的 情 
形 ,出 只 需 将 5t0) 通 过 适当 办 法 重新 分 成 两 个 序列 ,使 得 Y jp; < a, 每 
个 序列 都 包含 15:j < wl 无 限 个 项 好 可 . ) 依 此 类 推 ,就 可 以 对 所 有 的 
所 作出 序列 SCF) =] Sain < wl ,使 得 (1) Ck n m (Cj, m) Su x 
Sp. (2) XI, IO BHE— o SBR U, | Sain «wl - U ARG, B So 


Em xg E). (3) V is EG, E) € CIUS, BE SL N i Sui n < wi 是 无 限 
的 .注意 | Sa: EC A,n< wi 作为 空间 (X.,p.) 的 子 集 是 闭 离散 集 ,所以 
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PRTC, c, WEE. HT CX, r,) 的 势 是 可 数 的 ,0 维 , 第 一 
可 数 局 部 紧 空间 ,因而 是 可 度量 的 0 维 局 部 紧 空 间 .于 是 可 以 用 紧 开 集 
Hi B,:kC Asn < wl 来 分 离 1 SS:kC A, n« ol, MARATHA 
定 , 若 5 属于 (x LED BARRERA LV Lie w| 的 第 一 个 天 时 ,有 Sn E B, 
CV. ORE By EC A n « wl 就 具有 (a) ~ {d) 所 列 的 全 部 性 质 . 

FUR Bark E A, n «wl BRR RAE EC AL MER 
[ns IO UL U By, MEOS S Cn, 2 ESE m PERR. h TT FA 
《x 的 一 个 局 部 基 . ERE Xa = 站 :上 的 拓扑 ce 的 构造 , 容 
易 验 证 re 仍 是 0 维 ,局 部 紧 T 和 第 一 可 数 的 . 

最 后 ,我 们 定义 二 上 的 拓扑 r = Ta, MU rnia € wl 生成 的 大 
th. m 

1.6.2 定理 (CH) (X, Ei 0 维 , 第 一 可 数 ,局 部 紧 的 反 
Dowker 空间 和 S 空间 . 

证 明 从 天 的 构造 可 以 看 出 ,及 x 10 和 及 x 11! 都 是 r 闭 集 . 再 
者 ,根据 归纳 条 件 (4) .注意 (X,o) 的 遗传 可 分 性 ,可 知 对 任何 A cC X. 
| CLA - CLA | cw. RAF §4 关于 Kunen RHEL, MX, c) e 
的 和 遗传 可 分 的 ,另外 ,如 果 只 考虑 开 稠密 子 空间 Xp = Rx (w -11}) 
$7 X, =Rx (w — 101) AIF Kunen 线 的 论证 ,可 以 证 明 它 们 是 全 正 
规 , 办 而 是 可 数 仿 紧 的 ,下 面 我 们 来 证 明 (X,r) 是 非 正 规 的 和 可 数 仿 紧 
的 ,并 且 不 是 Lindelof Bj. 

1. CX, PEERK. 

设 UEr ER Rx 10} M Rx lol COU. AF o USE O0) RI 
序列 也 o xS TOS 1) BEI Rx (10 C CLU. X iP CLU - CLU 是 可 
数 的 ,所 以 Cle 与 Rx {1| 有 不 空 的 交 ., 这 就 证 明了 {x,t) 中 的 不 相交 
A Rx lo] fü Rx 11) 是 不 可 分 离 的 . 

2. (X, cr) S 空间 . 

BEC, 7c) & Lindelof Bj. AW X BABE Ta, BUEN. rd 
正则 Lindelöf 空间 必定 正规 ,而 前 面 已 证 明 ( 工 ,rz) 不 是 正规 的 . 

3. (X, c) en Sep XE DR. 
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i Fn«olfÉCX, r) B] RRSP, A =@.i0 K = F, 
NXM K inco ETAN Xo HYP REAP I, K, V OH Xo 
Rupee; E ig EREI EW, in < wl, E Ka C Was Wrs C Was 
NC Wa = COCLW, IN Xo = 0. Xo 是 开 子 空间 ,每 个 W BEC, r) 
中 的 开 集 .对 于 每 个 n,CloW, - CILE, 是 可 数 的 ,于 是 

A=(Rx to NA LO, - cte. 1) 
是 可 数 的 . 记 它 为 4= ite, Oimeal. 
HPO, =O REP m, ARE nOn). 
n(m)-minli:i(x,,1)€ F,iza(m-1)f. 
E X ENE, EXEC, ,1 的 一 个 邻 域 H, fl CL Fu = > 
n= P,- Vlin zn, 
WV, &C X, c)'PRIJESE, V, c Wa EE] Voin « wi FER. 又 当 
nC) sn BY, CLAN For) = E Fa C Faa) R KC Va- 

SERN CY, =@.3ER (CW, f£ Xo "EUR SE. BA N CIV, 包 
会 有 点 , 则 此 点 必 属 于 Rx {11. fi Ox D € CLI. Mis, 1) E 
NLW, c MCL Wn iki GR 0) € NAW, 44 x,0)E NCW, 
所 以 存在 m, fei x0) = (x,,0) € A. Un » n(m), M) A, Ax, DHE 
3 IE CLH, N Va = 2 ARR Can DE CLV, 3x, DE NCY 矛盾 .所 
WAR ABE CLV, = 2. 

iE Hy = FX WA, «HR X 中 的 下 降 闭 集 列 . DH, = ©. 
suere TERT APRS CX, re) PRY PSP EU, n < hE HC 
Un MOU, =. 

最 后 令 Ww,-U,U V,. 1 W :mn<owl 是 (ZE,z) 中 的 下 降 开 集 序 列 ， 
使 Fic WER 

AGLW, = MECE, UCLV, ], 
EA p € NAW IW p 属于 无 限 个 ClU Rp 属于 无 限 个 V. Bi 
LU in < wt F Vin < cw} ABR FREESI, IMCL, = CLV, = 
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e ,这 是 不 可 能 的 .所 以 站 CleWw， =Ø. 
这 就 证 明了 (TY,z) 的 可 数 仿 紧 性 ， [1 


87 Z(w)—BETNEES SE, 
Franklin-Rajagopalan 的 yN 


a 的 所 有 子 集 的 集 Ao) TUS: Le 17 AHE E 
Fin ,是 全 体 有 限 子 集 的 集 ;[w]*, 是 全 体 无 限 子 集 的 集 .[w]* 在 集 论 和 
拓扑 学 的 研究 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ,因而 对 [w]* 的 组 合 论 研究 有 着 
极为 丰富 和 深刻 的 内 容 . 这 一 节 我 们 将 介绍 关于 多 (ww) 的 一 些 基 本 概 
念 和 其 中 一 些 特殊 子 集 , 然 后 介绍 Franklin-Rajagopalan 利用 CH 作出 的 
一 个 以 N 为 筒子 集 的 空间 YN. 它 是 一 个 局 部 紧 72, 第 一 可 数 , 可 数 紧 
而 非 紧 的 空间 [注意 LOTS(liear ordered topological space) w, 也 有 上 述 
性 质 ,但 不 是 可 分 的 ,而 YN 是 可 分 的 ]. 最 后 我 们 介绍 van. Douwen MA 
Hausdorff gap 构造 的 一 个 局 部 紧 ?可 分 ,第 一 可 数 ,可 数 仿 紧 非 正规 
的 空间 . 

1.7.1 BM BA, BCP (o), $ A 几乎 包 合 在 B 内 , 记 作 
A<“ B. WẸ A- BE Fin, W A- " B. HI A " BIB sc" Af] 
VË A BASE" BRIDE A« " B. 口 

容易 验证 三 “是 传递 的 而 = “是 匈 {w) 的 一 个 等 价 关 系 .4=“ 吾 
RBS AAB-(A- B)JUCB- ASE Fin, BD 4 53 B 的 对 称 差 是 有 根 
E: 


注意 Fin 是 完备 Book 代数 F (u)B0— T ERES. FEA (wo) RF 
Fin 可 以 产生 一 个 商 代 数 Fe) Fin. (后 面 将 会 看 到 它 不 是 完备 的 . 
因为 它 有 gap. ) 关 系 专 "可 以 顺理成章 地 转移 成 P (w) Fin 上 一 个 与 
之 相符 的 半 序 .今后 我 们 将 用 0 表示 Po) Fin 的 登 元 ,好 0= LAS 
Plo) A=") = Fin. 

1.7.2 HM (1) ACP (a) AME (Tower), WR. ERF 

<“ 的 道 序 , 即 (. 鼠 , >“) 是 一 个 正 序 集 ,并 且 Inf - *0. 

(2) 4c. (o MORE. sip( 强 有 限 交 性 质 ) Ry eel. 2], 
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有 Inf ¥> *0. 
(3) p 2 minl |. 41: £C P (eo YE ship, JH. Inf-4 = * 0: IEEE Inte 
= OM .如 没有 非 0 的 下 界 , 并 不 是 指 . 如 一定 有 下 确 界 ). 


t= minil El ACP (s) e — rH. C 
假如 p.c 确实 是 有 意义 的 话 , 显 然 就 有 pata. FERIE 
BH p,t 确实 是 有 意义 的 . 


1.7.3 定理 p,t 是 有 意义 的 ,并 且 p> o. (Hausdorff) 

证 明 ”首先 我 们 用 归纳 方式 证 明 存 在 一 个 塔 . 

将 分 成 两 个 不 相交 的 元 限 集 , 取 其 中 一 个 为 Bo. 设 VY&<a， 
\Be:€ <al 已 经 选 好 ,使 它 满足 单调 性 条 件 {): £ < g< eB, < * B. 

(1) 3E Infl Be: &<al = "0, 则 {Be:&<al 就 是 一 个 塔 . 

(2) 2E hil Be: $<al 关 "0, 即 它 有 一 个 非 零 下 界 CELw]*, 使 得 
V£ca 有 C<* By. H C 划分 成 两 个 无 限 集 , 取 其 中 一 个 为 B, 则 
1Be:&<a+1| 仍 满足 条 件 CM), 因 为 |P{w)1=2°, 所 以 此 归纳 过 程 将 
到 某 一 步 终 结 . 因此 存在 一 个 塔 ， 

其 次 证 明 , 若 .名 有 sfip, 并 且 n= "0, WIA > w. 如 车 不 然 , 即 
FIA = v, WEE o 到 .有 各 上 的 一 个 一 一 映射 下 记 A, = f(a), eo 
minAg( = mini k: EE Ag} }, = min( Ag[ A, — 1a91 2,7 ,a,,; = mint Ag 
Me An an a_i) Am iain « nl. TE A PARR, RK 
其 中 一 个 为 C. 则 Y&<w, 设 A = fn). RA 

C-Ag=C-A,CA-A,C {ages ol € Fin, 
As- C=A,-Cola;:izal -CC[ol". 
这 说 明 C 是 .名 的 一 个 非 零下 界 ,与 mf4 = "0 矛盾 .所 以 pt 都 有 意 
X FHAp> om. 口 

1.7.4 推论 # CH Wear Al p=t= w. m 

1.7.5 EX Franklin-Rajagopalan 空间 YN 是 指 满足 下 列 条 件 的 
一 类 空间 : 

(D YN = NU wi 是 局 部 紧 T. f). 

(2) N 是 yN PASSE BER 
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3) 作为 YN 的 子 空间 ,N 和 wl 分 别 同 胚 于 离散 空间 N 和 
LOTS wi. IN 

下 面 我 们 来 讨论 Franklin-Rajagopalan 空间 的 存在 性 . 

1.7.6 定理 存在 Franklin-Rajagopalan 空间 的 充 要 条 件 是 存在 
Fla) a, EIA ;a < ol ,使 得 对 所 有 的 wa < 8 <n A A, < Ag. 

证 明 (1) 设 ;4:a<wlii 是 <“ 上 升 的 mi EF, YN= NU w id 
4_1= 全 .在 NUawli 上 定义 一 个 拓扑 如 下 :规定 N 的 每 个 点 都 是 孤立 
点 .对 每 个 n AERIS < a <a iE 

U, B a]=(8,a]U (A. - Ag- 10,1, 7. n1), 

并 规定 取 { U, Pa] n EN, Pca AA a€ o, 的 分 域 基 .由 此 生成 的 
YN 的 拓扑 容易 验证 具有 下 列 性 质 ， 

O NÆ YN 的 开 稠 密集 ,因而 YN 是 可 分 的 . 

© Ye@<a<a,,nEN,U,( 6,018 a 的 势 为 可 数 的 紧邻 域 ,因而 
YN 是 局 部 可 数 ,局 部 紧 T, 空间 . 

CD N 和 wi 分 别 同 有 是 于 离散 空间 N 和 LOTS w. 

CD 因为 wl 是 YN 的 闭 子 空间 ,所 以 YN 不 是 Lindelof 空间 . 

(D 反之 ,假如 YN = NU wl 是 一 个 Franklin-Rajagopalan 空间 ,这 
时 ,对 每 个 a < wl,[0,a) 是 与 [a +1,w) 不 相交 的 一 个 紧 集 .于 是 存在 
不 相交 的 开 集 UHV, 分 离 它们 .由 于 YN 是 局 部 紧 和 0 维 的 ,因此 不 
WBR U, 也 是 包含 [0,a] 的 一 全 紧 开 集 . 令 4 = UDIN. a e BRE, 
Ua- U, 是 包含 点 «a + 1 的 开 集 .由 N 的 稠密 性 ,a + 1 不 能 是 YN BR 
立 点 ,所 以 Ap- A, = CU - UJ ONE[w]*. XB [0, n] c (0, 8] c 
Ug; 所 以 U, - Ug CN. 1A U, - Us 是 紧 集 , 故 有 U,- Us= Ag- AE 
[wj]<”, 这 便 证 明了 A, < " Ag, FL Atia <a, ET <* EA wo HE 
列 . [] 

由 前 面 的 讨论 知道 存在 有 < “下降 的 o 序列 |B:a < wl. 取 A, 
=w- BW A,:a el ER < * 上升 序列 .所 以 yN 一 定 是 存在 的 . 

现在 我 们 来 看 一 看 , YN 在 什么 情况 下 能 够 成 为 可 数 紧 的 空间 . 注 
意 子 空间 mi 已 经 是 可 数 紧 的 ,所 以 要 使 YN 成 为 可 数 紧 的 , EDD 
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N 中 的 任何 无 限 子 集 在 o PARAS BOR Lie <* E 
升序 列 具 有 某 种 特殊 性 质 . 具 体 地 说 ,就 是 要 求 .如 = 1A ca ol BUR. 
任何 一 个 不 等 价 于 N 的 上 界 .一 方面 ,假如 .名 有 一 个 上 界 A Se" N. 
也 =N-4E[w]”. 这 时 对 每 个 ec, 由 4.< “4 可 知 ,对 任何 p< wx, 存在 
n€N, ff UB all D» O.-FEE D JE YNH—-TARA BRR, YN 
不 是 可 数 紧 的 . 另 一 方面 , 若 .如 设 有 不 等 价 于 驴 的 上 界 , 则 对 任何 4 
[NJ*, 存 在 a <a), f A, N-A RRA. TE ANAA- (N-A) 
€ Fin. i a 是 使 4. 门 4E[w]* 的 最 小 序数 .这 时 对 任何 8 < a,nEN， 
有 

UAB all A S LG, e] U (A; - Ap) - 10,1, sal ]NA 

2 GLO A) - CASA) -: 10,1, n1 IAE ENT", 

TE a 是 4 的 聚 点 .这 就 证 明了 7yN 是 可 数 紧 的 . 

由 上 述 讨 论 我 们 可 以 得 到 

1.7.7 定理 存在 可 数 紧 的 Franklin-Rajagopalan 空间 的 充 要 条 件 
是 t= wy. 

特别 地 ,CH=S 存 在 可 数 紧 非 紧 的 Franklin-Rajagopalan 空间 . — O 

1.7.8 定义” 所谓 Hausdorff gap 指 的 是 S(w) 中 一 对 满足 下 列 条 
TERI wi PRIA: c o FII B ia ml: 

(1) Va. BH A, < * Bg. 

(2) [Asa «al E < " ESTRUS EB. io «uil JE c" PREIS. 


(3) 不 存在 SEP (o) BY a AL" Se" B,. oO 
RIFAK RH LA io < wlU1B:a <w| 是 全 序 的 .而 条 忻 
GMT SOR Y sani X. 


如 果 记 4(0,a) = 4, A(1,a) =e — BEA LERO) ~ (3) 也 
St TARP AC a:a «wi, =0,1 E: (1) Yo < 8,4 Ali a) < 
ACi,A)3(2) Yap, A AC, I MAC, DE Fin (3) AEE SEP a) 
HB V a, A(0,2) <*S,ACL, a NSE Fin, 

1.7.9 定理 存在 Hausdorff gap. (Hausdorff) L1 

E 


这 个 定理 可 以 在 ZFC 中 证 明 . 但 由 于 论证 较 长 ,在 此 路 去 ,有 兴趣 
的 读者 可 以 参看 van Douwen[ 1976] 中 的 定理 4.3. 此 处 引用 主要 是 用 来 
证 明 下 面 的 定理 . 

1.7.10 定理 存在 一 个 可 分 的 ,第 一 可 数 ,可 数 仿 紧 ,0 维 局 部 紧 
T; 的 非 正规 空间 . (van Douwen[ 1976]) 

证 明 OE ACi,@):e <a, i =0,1}32— Hausdorff gap. ic Ly = 
10} x e Di = {1} x a X= oU LoL). tAE X Bashan T : AE 
wu PHARMA. MEFA, a), DREAN 

B(i,a,B,F)- (i, :B« EgalU(CAGCL a) - AG, - F)CK 
H Bea, FE Fin) 
TEAC aD BARRE, 

如 定理 1.7.6 所作 ,不 难 验证 这 样 作出 的 了 是 一 个 可 分 ,局 部 紧 
有 ,局 部 可 数 的 空间 ,其 子 空间 oU Loo U eS YN 同 胚 的 . 

现在 证 明王 是 可 数 仿 紧 的 . 设 Fe Gn col RE X PR 


WE ER Lo, Li 是 多 的 可 数 紧 闭 子 集 . 故 存在 n, LSU La cUG. 


FRGricn|Ul mime - Ü GIRE 8 的 局 部 有 限 开 加 细 ， 
为 了 证 明天 不 是 正规 的 ,只 需 指出 Lo 与 L, 是 不 能 分 离 的 闭 子 
集 . 假 如 存在 包含 Lo 和 L, 的 不 相交 的 开 集 0 和 ,这 时 对 任何 a, 
0<a<w, 存 在 f(a) <a 和 F(a)E Fin, 使 Bla, fla), F(a)) C U, 
(i=0,1). 由 Pressing down 引 理 (证 明 见 4.3.5), 存 在 x < w, EE K 
2f (05 ow 共 尾 .现在 对 i=0,1, 定 义 
8,=[AG,#)UCoN U] A- d.e). 
由 于 UoN U, = 2,8118 50 门 $1= 包 .对 =0,1 和 任意 的 «a < ou 存在 
BEK, B> a. 这 时 A(i,a)<*A(i,B), 但 FB)=x, 所 以 
[AUB -ACi «)) - FCB) = BG, BSB) FUR) No CoN U; 
从 而 有 AGB) < "AG, DOUN U AD AC ONAN- i BE 
Fin ,所 以 得 出 A(i,a) < * 3 对 任何 a < wi 和 :=0,1 成 立 , 然 而 So 
Sı = Ø, XXE Hausdorff gap 的 条 件 (3) 相 矛盾 . 口 
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$8 个、 + 及 由 它们 构成 的 $ 空间 与 过 空间 


在 82~ 84 我 们 介绍 过 S WL 问题 以 及 用 CH 构造 5 SAL E 
间 的 一 些 方法 .这 一 节 我 们 进一步 介绍 van Douwen 和 Kunen 运用 CH 
AP (wo) PH s 空间 及 L 空间 的 一 种 技巧 .这 个 方法 的 特点 是 先 由 
CH 推出 两 个 关于 多 (w) 的 组 全 命题 , 即 丰 和 小 ,然后 再 从 多 (w) 的 
Vietoris 拓 扑 空间 中 找 出 所 需 的 子 空间 . 

1.8.1 定义 (1) + 指 的 是 如 下 命题 ， 

Jire <a cP Co) ,使 得 

(D a « 8 xg & " x,. 

D v IC [w]^5, 3a, 8€ I, o B, IE xoc r. 

(2) + 指 的 是 如 下 命题 : 

Fixed ay} CP lw), Be 

D a < wx, G xg. 

© yl€[orl,40,8E IJ. a e B, xo Cx. 

Wü LRA o. 序列 [x :a < on] IA tPA. 口 

上 述 关 于 小 的 定义 中 ,(1) 表 明 [x,:a < oil Ee" PRP HE 87 
中 已 经 看 到 ,仅仅 满足 <“ 下 降 条 件 的 w 序列 在 ZFC 中 就 能 存在 ,但 
是 要 求 同 时 满足 (2) 的 序列 的 存在 性 就 不 是 在 ZFC 中 能 解决 的 .本 节 
将 证 明 CH 曹 狂 它们 的 存在 性 . 同时 我 们 指出 ,在 MA+- CH 下 ,这 样 的 
序列 是 不 存在 的 ( 见 van Douwen, Kunen[ 1982] ) . 

Fi xp < ta Ul x, - xp 是 无 限 集 , 因 而 xc xp 不 能 成 立 , 这 便 说 明 
They. 

1.8.2 定理 CH 一 + . 

证 明 ”我们 把 o 的 每 个 子 集 对 应 于 它 的 特征 函数 ,这 样 建立 起 
Pw) 45 2” = |fidemf =o, ranfc 10,1| 的 一 个 一 一 对 应 . 24 27 BR 
离散 空间 10,11 的 积 拓扑 时 , 它 是 一 个 紧 的 ,0 维度 量 空间 .实际 上 它 同 
EF Cantor 集 . 这 个 拓扑 可 以 自然 地 转移 成 名 tw) 的 拓扑 , 称 之 为 
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& (c) AY Cantor 拓扑. 注意 xEP(w) 有 如 下 形式 的 局 部 邻 域 基 : 
B(x,k) = ly€ S (oix) E - y Hk! (FEw). 

w ASA ERU AR o] 9" RUE co 2°. RT 8 4 01.4.1 
所 作 的 推 证 .我 们 可 以 将 [ui]s" 排 成 一 个 wl 序列 | 五:9< oy), EE 
任何 ?, 有 石 C?. 现 在 对 每 个 0< 8< wl, 取 定 一 个 到 8 上 的 映射 gp. 
用 归纳 方式 定义 序列 ix :a < wi 如下: 

xoz aw. 

假设 对 所 有 a < Bx, 均 已 作出 ,并 且 满 足下 述 妇 纳 条 件 : Vacy 
< B, x, «7 x. 

现在 我 们 要 选择 xp, 使 它 满足 ， 

(1) Yad Pings " x. 

(2) Æ 9 < BFF xg € Cli, ia € 1,1 , 则 存在 aE ,使 xpC x. 

下 面 证 明 这 种 xg 是 可 以 选 出 的 ,首先 ,由 于 +> w, 一 定 可 以 找到 
一 个 3E[w]", 使 <*a, 对 所 有 ae< 有 成 立 .我 们 用 归纳 方式 作出 xg 
zfin cwt C5. 任 取 kg € S. TE ko, kn dies TERR kaat € SA bo 
MeN byt hn AF kosis kes AE bn 按 如 下 情况 选择 :国定 R= 
gla). 

情况 1: gath iE xN Cka e 1) = 二 和， 如 | 这 意味 着 我 们 将 
要 作出 的 xs € B(% ka +1). 这 时 , 选 ba =x, 然后 我 们 再 选择 A, 
ket 

情况 2， WoC hx RS + 1) i kott kat. 

这 表明 我 们 将 要 作出 的 sy 有 zx。 E Bg kat DO aC EL), OBB 
x E CIC Ex, za € 1). 这 时 选 b, = xo. 然后 再 选择 Eisen 

这 样 我 们 完成 了 整个 归纳 过 程 , 得 到 序列 | xsa < wi ,余下 的 是 
要 证 明 它 是 一 个 + 序列 .由 mg<“3, 条 件 (1) 显 然 是 满足 的 , 设 T€. 
[o4] ER a Er A P Co) f] Ee CT, 使 |x,: 
a€ LI xia € IL PAS. BERE 8> 7 AW x; UC aE 
LI). 由 归纳 条 件 {2) ,存在 a € ,使 spCxw. 于 是 序列 的 条 件 (2) 也 
ME. 口 
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现在 我 们 给 多 (o) 赋 以 另外 一 种 拓扑 EDI Vietoris 拓扑 , 它 是 按 如 
下 方式 构成 的 : 

对 每 个 xC S0 (o) , 取 形 如 

[f,x]=1s:fcsCx|l 
的 集 (其 中 Ele] HEA x 的 邻 域 基 ， 

容易 验证 这 样 生成 的 拓扑 是 第 一 可 数 和 TS 的 ,并 且 每 个 [f,x] 都 
是 又 开 又 闭 的 ,因而 是 0 维 拓扑 ,另外 ,对 任何 x 和 kkEw,[x 门 ,x]= 
[2 .x]f1 Bx, k) C Ble, k). AL A (os) BÉ) Vietoris 拓扑 要 比 Cantor 拓 
+H. . 
于 面 我 们 再 介绍 左 分 离 序 列 和 右 分 离 序列 的 概念 . 

1.8.3 定义 设 X 是 一 个 拓扑 空间 , faa <a] E X PRT 
co, 序列 .如 果 

(1) Yak wta Elixe: cal ,就 称 |x%:a < wl 是 一 个 左 分 离 
序列 ， 

(2) Vau x, € xit» al^ ,就 称 | xia < wl| 是 一 个 右 分 离 
序列 . 口 

上 述 定义 实际 上 等 价 于 对 任何 a, | xe: cal ETEM aa< 
让 中 的 闭 集 ( 左 分 离 情 形 ) 或 开 集 ( 右 分 离 情 形 ). 而 且 , 开 不 是 遗传 可 
HORE Lindelef) 的 充分 必要 条 件 是 它 包 含有 一 个 左 ( 右 ) 分 离 序列 . 显 
然 ,一 个 ml 序列 如 果 始 是 左 分 离 ,又 是 右 分离 的 ,出 它 一 定 是 XR 
散 子 空间 . 

1.8.4 定理 BP (o) RL Vietoris 拓扑 . 则 下 列 命题 等 价 ， 

(D tma. 

(2) (tw) 有 一 个 LT. 

(3) P(w)A—T 5 子 空间 , (van Douwen, Kunen[ 1982]) 

证 明  SpuECI)I (2). X xia < wi| 基 一 个 上 序列 , 今 证 工 = x: 
a< wl 是 一 个 工 空间 .由 的 条 人 忻 (1), 当 a< 有 时 ,x ELA , x], FE 
lara < Bide LTR. Bit 工 基 左 分 离 的 , 即 不 是 遗传 可 分 的 , 假 
若 工 不 是 遗传 Lindelsi 的 , 则 存在 JE De) ,使 得 子 序列 | x a C J 是 
右 分 离 的 ,从 而 是 工 的 一 个 离散 子 空间 .对 每 个 8E J , 取 fpE[Lxp]“*. 
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使 得 当 o PC Ja PA x, C [fo sg) | [Lo 15"| = w 及 
镶 乱 原理 ,存在 FE [o]? PRIEL] ERA w BEI, f, - faa f. 
于 是 xq x Mags, 同时 成 立 ,这 与 REQ). Be LE 
个 工 空 间 . 

再 证 (2) 一 (1). 苦 多 (ao) 有 一 个 工 子 空间 工 , 则 存在 左 分 离 序 列 X 
-isir«w CL 下 被 有 不 可 数 的 离散 子 空间 (因为 工 是 遗传 
Lindelöf 的 ). 对 每 个 8, 因 为 zg € Exec < Bl 7 ,所 以 存在 [5€ [ag] <”, 
使 [fj, xgj 门 {xe:&< Bl - 2, B4a< BR, A x, El fe, xal FRA 
BERE, TE JELw]"“* 和 fELw]**, 使 得 对 所 有 o € LA LAS. 
将 ixe:&E | 再 次 排 成 fx :a < wii 的 形式 ,所 得 的 序列 就 是 一 个 + FF 
Ti. UER TF: o c BIN, x, El f, xs ] fc x, TH A, C xg 是 不 能 
成 立 的 ,所 以 上 + 的 条 件 (1) 满 足 , 另 一 方面 ,对 任何 Pe Do), | xe: EE 
I —ETE x :£« a PARA RRA ag REA aE Pons 
B. x, ELA] FE n C xp. 二 的 条 件 (2) 也 满足 . 

WAU (1) (3). Binin <a i WY RLF atw- SE 
yara € wl ,通过 类 似 于 (1) 寺 (2) 的 论证 ,可 以 证 明 8 是 一 个 S 空间 ， 

最 后 ,(3) 一 (1) .与 证 明 {2) 一 (1 类 似 , 由 (3) 可 以 推出 (1). 口 


89 在 研究 中 的 某 些 应 用 


对 于 一 个 完全 正则 空间 X, 它 的 Stone-Cech 紧 化 AX 可 以 通过 
ZU(XKX 的 全 体 零 集 之 集 ) 上 的 超 滤 (ultafilter, 缩写 为 咀 ) 构 造 出 来 . 
当 开 是 离散 空间 时 ,2Z(X) 2 50 CX) AY 的 拓扑 性 质 实质 上 完全 
取决 于 多 (2) 的 集 论 性 质 . 所 以 不 难 想象 像 CH 之 类 的 集 论 偷 感 将 会 
成 为 研究 8w 的 有 力 工具 .限于 箱 幅 ,这 一 节 我 们 仅 腿 于 介绍 一 些 最 基 
本 的 结果 .首先 讨论 Boole IK P (w)/ Fin 的 一 些 性 质 ,在 此 基础 上 介 
绍 Parovicenko 的 结果 .在 CH 下 ,这 个 结果 给 出 了 w* = Pw 一 w 的 一 个 
本 征 刻 画 . 然 后 我 们 给 出 在 CH Fe 中 P 点 的 存在 性 证 明 . 最 后 利用 
点 证 明 存 在 伪 紧 ,可 数 meso 紧 而 不 是 可 数 仿 紧 的 空间 . 
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1.9.1 Æ% 设 B 是 一 个 Boole 代数 , 吾 的 Stone 空间 SC B) IRB 
上 全 体 oft 的 集 , 同 时 取 |18* :有 E 吾 | 作为 基 构成 的 拓扑 空间 . 此 处 B” 
= 1p:p 是 8B 上 的 wt, WA BE pi. LI 

容易 验证 ,映射 BB 具有 如 下 性 质 :(1) (AA B)' e AT 1B". 
(2) S(B) - BY x (B')' (GEP 表示 8 的 补 元 ). 因 此 ,18*:BEB| 
对 于 取 交 和 取 余 集 的 运算 也 构成 一 个 Boole 代数 ,而 且 8B" 是 一 个 
同 梅 映 射 . 

在 上 述 定 义 下 , 5(8) 是 一 个 0 维 的 紧 T; 空间 ,每 个 8* 都 是 开 闭 
集 , 若 8 是 o- 完 备 的 , 赠 5(B8) 是 基本 不 连通 的 (basically disconnected) , 
即 每 个 余 零 集 有 开 的 闭 包 .车 如 是 完备 的 Boole 代数 , 则 S(B) ERE 
连通 的 textremly disconnected) (证明 可 参看 1.11.4). 

E 87 PRT HE P(w) Fin 是 一 个 Boole 代数 . 设 BP (or) 
>P (w)/ Fin 上 的 典范 投影 , 则 (A) = z( BOSE BOR A=" B, 8 
AABE Fin. HEB n 是 Boole 代数 (多 (w), C) B Boole 代数 
(Alo)/Fin ,« ' ) EBf—- 1. 为 了 简单 起 见 , 在 后 面 的 论述 中 我 
们 将 用 符号 “三 "代替 符号 "二 ””, 并 记 0= D), La x(a). 

1.9.2 JERE Boole 代数 A (c) / Fin 的 Stone SIS w” = fo -w 
AREH. 

证 明 it r: Plo) >P wo) Fin WEAS BSrlA)grlB), 
(ANB) z CAJA RCB) nlu- A)=r(AY. RE, dt pC o" ,定义 


B2g(p)sin(AX AC pl .注意 对 每 个 JE Fin, A (J) =0. 为 了 使 0 
Ep, HE p 不 包含 任何 有 限 集 .由 于 p 是 w 上 的 自由 超 滤 , 这 一 点 自 


然 是 满足 的 .通过 例 行 的 验证 ,可 以 知道 于 确实 是 P u) Fin 上 的 一 
个 uft. EE OT P o) Fin. 上 任何 一 个 过 5, X p= (ACP Cw): 
x(A4)= S| ,也 可 以 验证 p Bo 上 一 个 ut. X 0€ S 可 知 p 是 自由 


HFFA p = wp(p) 恰 好 就 是 5, 这 说 明 o 是 个 满 射 . 若 pg, WFE 4 
Cp, B€ g, fh ANB =Ø, FE (A) Ax(B) =0, Rill x (AD C p, 


z(B)€ 3. BEDA p seq. TE p Eo 到 S?o) Fint ERJ——Ó 
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应 .根据 定义 ,o* ABA 门 w* ACPA Cw) |. mi SC (a) / 
Fin YA SI Ea" :a€ Z o) Fin) dk. dE p€ o" a" Bp = gp(p) 的 
一 个 邻 域 , 则 有 5Ea*, 即 ED. 设 c=r(4), 由 xf(4)ED, 得 4E 
p. pCA*. FEA lo^ Ep 的 一 个 邻 域 ,而 且 对 任何 9E4 门 
w A SAE qoas r(A)€ gE .所 以 了 是 连续 映射 .o 
是 紧 n 空间 ,gq 是 一 一 连续 满 射 ,这 样 p 就 是 一 个 同 胚 映 射 . 口 

1.9.3 EX 设 召 是 一 个 Boole fth, FoB, GCB. 

(1) F«GdekRyAC[F]^",BC[C]^v HR VA«AB. 

(2) 称 B 满 足 条 件 H, ,如果 

y FELB- ij<*, GELB- (01]sv Zi F< G, 则 3xEB, 使 F 
<ixt<6. O 

1.9.4 定理 Aw)/ Fin WERI H.. 

证 明 iF, GERI HL, AAT TR, F = fhin 
<col, 56= 18:n<ojl 不 失 普遍 性 ,可 假定 对 每 个 ,有 isha 
Bari EE AA V fiin < ol A Å gain < ol ARIE F, C). 
Xit w(A,) =f, 0 CB,) = gs, 并 且 对 每 个 n, 有 AGC Anas Basi C B, 
因为 对 任何 m,n, 有 ga = Agi > V fio fus BEDA Ba- An E lal”. EA 
地 取 

do€ Bg - Ags eo Bo- Ag - 1 dots 

d € B, - CAU 1dg, du 1 Ul eg es ils 

c, € B, - (AU Idos, dl U leg, es 1l. 

并 记 D-2idsn«wl, C=|o:n<wl, 
Az UtA,T B) - C, 
X=AUD, x-n(X). 
则 对 所 有 n 
(1) A, - XCA, - ACA, - [CAP] B.) - C] 
z(A,- BUCA, NC) = A, - B, € Fin. 
(2) X- A,SD- A, ld, deg e wl". 
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(3) X¥-8, =(A-B)UCD-Boc [U CA - B) l] U {do,…, 


d, 1] € Fin. 
(4) B, - X - (B, - A)'1(GB, - DIB, - ANE 
-[& -CU Cu B) - CNC 
3B, = fensi l Ele]. 
综合 (1) ~ (4) E F< ixl< C. 口 

1.9.5 定义 设 B 是 一 个 Boole 代数 . 称 B 满 足 条 件 ,如 果 对 任 
意 的 FE[B-111]<*,GE[B -101]<*“ 和 HELB]**, 当 它们 满足 

(i) F< 6, 

(2) ¥ PEL F]<**,GE(G)** ACH, MAA aVF.h BACH, 
一 定 存 在 EB, Fe lx} < GPa yaCh h £x, gh. [L1 

1.9.6 引 理 车 Boole [UR Bie ACE H, RI Bab T R. 

证 明 B F-lfinewlGz-ig:n«alHzih;:n«wi, Ell 
WERI R 的 前 提 . 

对 任意 的 各 站 下 和 让 和 LF) **, BN hee YF, 所 以 (V FY AA, 
AED BEA CP AR fE Fl > 0. FÆI < ff AA, fC FH BRE HL, 
存在 而; 使 机 >0, 同 时 对 所 有 JEF, d, <f' Ah, AT def ED f< 
d', Ad, < 所. 为 一 方面 ,对 任意 的 gE GL REH, BA A Be JT A 
A >00 SaizgAh': gC, hO A]. BR SC[B-10/]97,3FR 10] 
< 3. 由 条 件 也 ,存在 6, 使 10| < fel < 5, 即 e>0, 并 且 对 所 有 cE G, 
ACH, ecg,ech'. 

MEHEA nG frf ern go 人 dd. 于 是 对 任何 i,j HI f, 
< gj Tf, « d',f& fo « gj XLI e « gj Mech « d'i de « g, BUG 
« gti V fj « Ag, HERI m, n 成 立 .应 用 条 件 所 ,可 知 存在 xE 
B Elf ncu <ia] ei Enns ol. SER x PAAR. SIT ALS 
HARM rs ha PRA egf fN eax, U8 exe, AT exh, (B 
egh n Tesh, Ah’, =0.X%5 e 0208 Bi en x BAM d, e 
h, FIR. d, « x. B red TÆ d, < d', RARE. L1 

1.9.7 引 理 设 B 是 一 个 Boole 代数 ,满足 条 件 五,, 则 存在 下 = 
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ifza € on| f Go 1g io « ol E FARER, CARERE JP F 
€G. 

证 明 我们 将 用 归纳 方式 作出 FIC. Fox 人 | Go= 111, 易 见 
存在 fi. 210 如, 使 Fos d, < lai < Go. F F= FoU lAl G = GaU 
lail .假设 对 所 有 8< a 已 经 作出 Fs, G8, 使 它们 满足 :(1) Fs < Gp. (2) 
Fa 单调 上 升 ， Ga 单调 下 降 . (3) Fa, Ga 是 可 数 的 ,并 且 7< 有 一 六 CC 
Fa, CrC Gs. 现在 来 作 FL, G, Fi a 是 极限 序数 , 则 令 已 = Ui Fes p< 
al.G = Ul GBsal Ba=8+1,0 Fe < Cy, HARTE H, 可 以 找到 
fo FO gu bE Foe Ifat c laal e Ga E F,- FUIL G = GU led XU 
HEgiBssal i C9:B<al 仍 满足 条 件 (1) ~ (3). BS F= liT as 
wi,G=U1G:a<a,}, WI F, C BARR. 

Hi bee BAT, ,任何 一 个 满足 条 件 H, 的 Boole 代数 都 是 不 可 数 
的 . 

下 面 的 引 理 1.9.8 和 1.9.9 都 是 为 证 明 Boole 代数 间 的 同 态 扩 张 
定理 1.9.10 服务 的 . 

1.9.8 5/32 设 如 是 一 个 Boole 代数 ,mE N. 又 设 对 每 个 天 过 nm 也 
Ca, thsi CBI k=O yo. iiie n] LB 

Aten V iss bu = V oc, Niwa bio,» (A) 

V iaa A ier bu = Pack, V iunio + (B) 
其 中 m 表示 & 的 第 下 个 分 量 . 

证 明 ”我 们 对 n 进行 归纳 证 明 .m =1 Nk, = ytle 10,1;…， 
y| ATCA AW = V gs bu A = Vases Bia, = V gy bus HE 
相等 的 .现在 假设 (A) 式 对 n RE. 

对 n+1, 有 

Ainsi V ier da = [Agen V iss del ALV iey bt] 

=[ Vaer Aio bie, TAL V ier bari] 
= Via, DV aes CUN teen Ota, A barii) ] 
= Vaca xtv, 40) A kanti Oty, 


= Ven, Ñ kanti Da 


t 
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所 以 (A) 式 对 任何 n 成 立 .(B) 式 与 (A) 式 是 对 侦 的 ,所 以 也 成 立 . 口 

1.9.9 引 理 设 B8 是 一 个 Bode fS, CC B, C^ 2. CAH 
C 生成 的 Boole 子 代数 ( 即 4C》 为 包含 C 的 最 小 Booe 于 代数 ), 则 

(1) €c}=] V ias A iexgutui n EN, ka, eu € C€ € | - 1,110! 
‘其 中 一 ei Ban ou 的 补 元 ce) ， 

(2) E AJEBISI— TT EO, 6 € B, RU 

£AUIbBi$2 [Cag A E) V CaL Ab) aom € A. 

证 明 (D 记 4 为 (1) 式 中 右边 的 集 , 显 然 有 CC4CEC3. 故 只 需 

验证 4 是 孚 的 一 个 子 代数 即 可 . 设 a, bEA, a= V kan, ^ ia EtiCkis D = 


V ken P tuy EC I. Yu e = Yks En tki = Chis Vo e ki = Cj = ng + Mg. 


然后 将 5 改写 成 5 = V ,Aisyeweu- 则 
aV b= V inn ig yf t A. 
XB k= Teal Ye +1). Bh 1.9.8 4 


a's A kan V ias t — eju) 
= Vea A kenl- eu) eu € A. 

所 以 4 是 一 个 Boole FARR. 

(2) 由 (1) 的 构 闭 , 显 然 有 右边 忆 左 边 , 另 一 方面 ,容易 验证 右边 的 
集 关于 取信 及 取 补 元 的 运算 是 封闭 的 ,从 而 构成 一 个 Boole 代数 ,又 各 
Ui5tC 右 边 ,所 以 等 式 成 立 . g 

1.9.10 引 理 UBI Boole fU, CoB, tC) - B. XHA 
是 一 个 Boole (Uf E C 到 4 的 一 个 映射 , 若 /满足 下 述 条 件 ， 

Vn<w, EC, a El- ll, kga A 

A kan Ege 7 00 Agente fle) = 0, 

OM f FT EE — BS AR — TASER e. 

证 明 由 引 理 1.9.9, 对 每 个 OC BLA a= V tea A is y tutu fll TE 
式 .定义 

g(a)- V kun ^ icsuf leu). 
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首先 我 们 证 明 p( a) 是 不 依赖 于 & 的 表示 形式 而 唯一 确定 的 .假设 a = 
Vesa Ay ant Kee EE Bü 
0 -( Vken A iar Ente) -(V Bega’ Arens veter) 

= V ken ey date Å aek V vent’ pa Ceu, 

= Vier Vien pau Aver, Unt Ere C Ka) 
FEA ken A üÜeY, (eyes ~— £y eva, =0. 
BERRA 

Awar Aray, Enf n) -era fra ))=0. 
这 就 证 明了 
V kan A ier sent Ca) Van A ease er fUr ve). 

对 称 地 推 证 可 得 到 反 向 不 等 式 ,这 就 证 明了 glw) 是 唯一 确定 的 ， 

由 引 理 1.9.9 中 (1) 的 论证 及 p 的 定义 容易 验证 gaVby= gCa) 
V (db) ole) = oa 所 以 9 是 8 到 4 的 一 个 同 态 映射 , o 的 唯一 
性 是 显然 的 . Li 

1.9.11 定理 {CH) 车 BB 和 E 是 两 个 势 不 超 过 ce = 2* HOMER 
FFH, ff) Boole (UR, UB, EH. 

证 明 由 引 理 1.9.7 后 面 的 说 明 及 CH, 可 设 号 = lb in cn], E - 
fara < wi| ,bo0=0,eo=0. 用 归纳 法 ,我 们 将 对 每 个 a < wml ,分 别 构造 
FIHB, C BE, CE, 使 它 满足 如 下 条 件 : 

(1) B« a Bac B,, EC E,. 

(2) b, C B,, e, C E,. 

(3) 存在 吾 . SIE, 的 一 个 同 构 映射 0, ,并 且 8 < a o8 C on. 

4 By= [0,1], Eg - 10,11, 0 = {(0,0), (1, DT. 

假设 对 所 有 B < a, By. Eg, o; HEHEH. 3S F= UL Be: Bal, G= 
Uikg:f<al. 

(1) 车 b EF, RR e, € 6, WS B, = F,E,- Guo Ula 
a]. 

Q) b € F.ide-UlesB«al. Foz if€ FE < bl fi 
|f€ F:f> ba}, Fo= F- (FoU Fi). BUT EMEA R,, URE e€ 
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E flic Fy) < lel «aC FD FAME eC (F2, e tee fe HE 
f£ o(b,) = e,o(b ee BIER 1.9.10,6 可 扩张 成 为 《CFU {b} 
ZKsCF)UIelYEBIEHS. A e Ell F) Uiel Woe, = CFU 
ot), Batol PU lel), 2 ai e, Ekol F) Uiel? = 6, Mit C 
分 成 Co= (gE Gig cel Gi lg G: g> el 和 和 = 6- COIT GO. 
HBAR, AAA zc-! 代 替 前 面 论证 中 的 o, BR AGU le. D 
fita -70C)U1513》 的 同 构 扩张 (8 REXEB Biz FR. R, 时 所 得 到 的 元 察 , 相 当 
于 前 面 论证 中 的 e) 3X B, - (07 CGU Ibi), E, =《GU1e1》. 容 
易 验 证 归纳 条 件 仍然 满足 .最 后 令 a= Ulloa < wl, M o ÆB = 
UiB e <w PJE = ULE, sa < ol 上 的 一 个 同 构 上 映射 . 0 

1.9.12 定义 设 XX 是 完全 正则 空间 ,如 果 CCX)CX 上 的 实 值 连 
续 两 数 环 ) 的 每 个 有 限 生 成 理想 都 是 主 理想 ,就 称 庆 是 一 个 下 空间 . 口 

根据 Gillman 和 Jerison[1960] 的 14.235, 下 烈 各 命题 是 等 价 的 ， 

1. X d& F SA. 

2. BY RE F ZN. 

3. 对 任意 的 p C AY, O° 是 素 理 想 . 

4. BPR ERE CRAH. 

5. CCORM S T HUE RES EB. 

6. 每 一 对 不 相交 的 余 零 集 是 函数 分 离 的 ， 

1.9.13 引 理 若 互 是 正规 宣 间 , 则 无 是 严 室 间 的 充 要 条 件 是 天 
的 任何 一 对 不 相交 的 开 下 集 有 不 相交 的 闭 包 . 

RA 设 工 是 正规 空间 , U, vV 是 不 相交 的 开交 集 , 这 时 U,QV 
都 是 余 零 集 ,于 是 存在 FE C" (XY) HUCK H0), Vc F1), 0<F 
中 [注意 GCF (0), 0c Fi), BRET. 

EGGE X RRB EMS MN, U, V 是 一 对 不 相交 
的 余 零 集 , 则 它们 都 是 开 只 集 , 于 是 已, 下 是 不 相交 的 闭 集 .由 天 的 正 
规 性 ,它们 函数 分 离 ,因而 U, V eA. X EFAN. o 

1.9.14 引 理 H X R—" BEC SUE AAT, RUBIO SE RIPE 
命题 是 等 价 的 ; 
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(1) 由 三 的 全 体 开 闭 集 构成 的 Boole 代数 B(X) 满 足 条 件 Ha. 

Q) x EFSA, EH & To 2S. Gs 集 有 无 限 的 内 部 . 

WR  JuE(D0-— (2). x BOS, Max) X i8 — 4E. d 
站 的 正规 性 ,车 U, V AA F, 集 , 则 U, V 可 以 表示 成 U=. 
UAn: V= Uc, Rr An: CE B(X),JFRlA,:n «ol i Cin eol 
单调 上 升序 列 . 令 B, X- C, 0 Bin <e! CB(X) 是 单调 下 降 的 ， 
FAA ra <a! <i B,in col. HÆ H, EXE EC BOO ELA: 
n<wl<|El<iB:n<wl. 于 是 UCE, ECNE, =X- V, E RAR 
集 ,所 以 U,V ERROR PS, BR] Ginco AR 
FFF, NG, 45.1 «€ NG, MET n, BA, © B(X), fH xC ALC G,, 
则 10} < tAn «x ol. PARTE A, E BE BCX), BIOL < |B] < {Ayn 
«ol, FÆ BCAG. AY X RAMI, MA B 是 无 限 集 . 


FRE(2S (1). Hl Anse) CB(X) 和 1B:n<w}l c BODRE 
IA in «ol < tB wl Jl U= UA. VS X- NB, 都 是 开 的 F, 集 ， 
UNV=Ø.X SIEM F Sia] RA =U, K = 站 是 不 相交 的 紧 集 , 存 
在 EC BCX) ,使 HCE,EC KS OT ÉL A inl <E} &iB,:n« 
wot CRRA BY) ERE H. 口 

1.9.15 定义 满足 下 列 条 件 的 空间 X BRA Parovitenko 空间 : 

(OD X 是 0 维 紧 空间. 

(2) X E F SA, o( X) 2 c,3TEL X HBAS Gs 集 有 无 限 的 内 
部 . 口 

1.9.16 定理 (CH) 每 个 Parovitenko 空间 都 与 w* 同 胚 . 

证 明 由 于 不 空 的 G RAMA. X FATA. 引 理 
1.9. 143808 BCX BE H. H (X) = c ,可取 一 个 势 为 ce, 并 对 有 
限 并 运算 封闭 的 基 E. ER EC BEX PREG, RINE 
可 以 表示 成 . 罗 的 可 数 个 元 之 交 , 这 表明 | BOX) | = c. 由 定理 1.9.4 和 
定理 1.9.11, B(X) 5j Plo) Fin 是 同 构 的 . 于 是 SBX) S 
SPA w) Fin), AG o * URGE BE 1.9.2). 18 X BOR RS YX 
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#258 RH., FE SC BCX))-5 Bx = X A EAT X 3o" AE. 
口 

定理 1.9.16 说 明了 在 CH 下 ,定义 1.9.15 所 述 的 拓扑 性 质 是 v" 
的 一 个 本 征 刻画 .但 是 当 CH 不 成 立时 ,定理 1.9. 16 所 述 的 命题 也 不 再 
成 立 .事实 上 可 以 进一步 得 出 下 列 结论 . 

1.9.17 定理 下 述 命 题 是 等 价 的 : 

(1) CH. 

(2) 任意 两 个 势 <c HERH, 的 Boole 代数 是 同 构 的 . 

(3) 所 有 的 Parovitenko 2 [8] 05 Ic [B] HE. 口 

其 中 (1) 一 (人 2) 天 (3) 的 证 明 已 见于 本 节 . 至 于 (3) 全 (1) 的 证 明 请 参 
看 van Douwen 和 Jan van Mill 的 文章 {1978] . 

19.18 EM 讶 王 是 一 个 完全 正则 空间 ,点 «€ X FO P 点 ,如 
3 x 的 任意 可 数 个 邻 域 1 :na < wi! 的 交还 是 x 的 一 个 邻 域 , 即 x c 
MENU). 口 

从 定义 可 以 看 出 ,X 的 每 个 孤立 点 都 是 P 点 .如 果 革 的 每 个 点 都 
AP RU X RAP 空间 .P 点 和 P 空间 的 研究 始 于 0 世纪 加 0 年 代 
XT oo" 的 齐 性 问题 和 关于 连续 函数 环 的 研究 , 责 ,Rudin[1956] 首 先 证 
明了 在 CH 下 o'th P ARATE. 

1.9.19 引 理 w"* 不 能 表示 成 wi 个 nwd 集 的 并 . 

证 明 假设 1D, :a < wi 是 一 族 cond 集 . 对 每 个 a, 由 于 w" 是 下 
空间 ,w”-- U1D::&<al 有 不 空 的 内 部 .于 是 我 们 可 以 归纳 地 选择 紧 
FBR C io < wi| ,使 它 满足 以 下 条 件 : 

Va, C Clw" - UI ds e<al MNCs: é < at). 
显然 | Ce <a UB Bp, RUN Ca «eb 关 人 .由 此 得 出 UiD,:e < 
wy} sar”. g 

1.9.20 定理 {CH) wo" PHE PA 

证 明 首先 我 们 指出 o" 中 全 体 开 F, 集 的 集 有 势 w, 取 w* 的 一 
TES cz a 的 ,由 紧 开 集 构成 的 基 .名 设 U= UF, EAF F, 集 ， 
RE F 是 紧 的 . 这 样 就 可 以 找到 可 数 个 .多 中 的 元 [BB:n<wl ,使 U 
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=UjB,:acw!. HILA] =e" =2"= wi 就 可 得 出 所 说 的 结论 . 

设 .8= |- U5 为 w* 中 的 开 FF, 集 | MAA = ol 如 的 每 个 元 
都 是 cnwd 集 ,由 引 理 1.9.19, 得 w* - U 428. 

设 pEw* - U. 名 我 们 来 证 明 p 是 一 个 P 点 .假设 Ui:n< aul Æ 
包含 点 的 开 集 序列 ,对 每 个 n, 取 一 个 紧 开 集 B.C UU, p€ B, XXE p 
€, c Yu... ic V=w’ - NB, = Ule" -B,n«oal. Al V É—1T3T 
F, Hp € v.d p KENTH p EV, FE p BUS BC. fi B 
NV=S,80 Bow* -Vco* -Vz MB, c NUn PELA p 是 P 点 . Li 

1.9.21 定理 若 并 是 一 个 P 空 间 , 刚 天 的 每 个 可 数 子 集 是 闭 离 
散 集 .因此 ,每 个 可 数 紧 的 P 空间 只 包含 有 限 个 点 ， 

证 明 i CH= tain<w| CRE, B.X-CHGE,B.X EP 
空间 ,所 以 X — C 是 开 集 ,C 是 闭 的 .由 的 任意 性 可 知 ,C 是 闭 离散 
s. Li 

1.9.22 定理 (CH) ww" 同时 包含 有 P AMEP ALBI oR 
齐 性 的 . 

证 明 ”由 定理 1.9.21,w "A 3E P AR p EP ioa JÉdE P A, 
则 不 可 能 存在 o* 的 自 映 射 gp, 使 pg(p) = 9 ,所 以 w 不 是 齐 性 的 D 

注 :w* 的 非 齐 性 实际 上 可 以 在 ZFC 中 证 明 出 来 (参看 van Mill 
[1984] 的 3,4.1 和 3.4.2). 

现在 我 们 转 到 本 节 的 最 后 部 分 ,利用 w* 中 的 PP 点 构造 一 个 伪 紧 ， 
可 数 meso 紧 ( 即 每 个 可 数 开 杆 次 有 紧 有 限 的 开 加 网 ) , 非 可 数 仿 紧 的 空 
Al. 

1.9.23 FH 设 U,V 是 w* 中 的 两 个 非 紧 的 余 零 集 , 划 存 在 双 
h ariwo, E hEr Pw 满足 ACU) = VORA Ba Rak Epo 上 
的 扩张 )， 

证 明 设 14.:n<awl 和 和 |:n<oml 是 上 的 两 个 由 无 限 子 集 组 成 
的 划分 ,使 

U= UA Y UB 
设 r Eo 的 一 个 置换 ,使 得 对 所 有 n, (A,) = B,J A= ar po" BIDS 
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BR. Li 

注意 是 w* 上 的 一 个 自 同 胚 , 引 理 1.9.23 说 明 ,w* 中 任何 两 个 
非 紧 的 余 零 集 彼此 之 间 是 同 胚 的 . 

pew" ic O(pl=lqGau" :存在 双 射 r:o >w, E Ar bw" = 
h WE hp) qt. 

1.9.04 定理 (1) 0(p) 是 o" PHARRR. 

(2) eU Op HEN Bo 的 子 空间 是 伪 紧 的 . 

证 有 明 (DR C 是 不 空 开 集 . 若 pE CQECQCOGOEDER p, q 的 两 
个 不 相交 的 非 紧 余 零 集 邻 域 忆 和 Tc CL ER 3| 1.9.23, FE ew, 
使 =Br bw WEE ACU) =V. FE ACE VCE, CNO). 
这 就 证 明了 C(p) 是 稠密 的 . 

(2) Hin X=eU Q(p ARAB , WAE 和 上 一 个 无 界 实 值 连 
me Sg = (F241) Mg EX LBB Oc g<1, 并 且 
Infig( x):x€ X1 50. Bg eg ER = Boo LAP. BA o EXE 


稠密 ,对 每 个 KEN, FEE mE ol gon) e. Wo osi kENILII 


为 g 不 能 在 现 上 取 到 最 小 值 , 所 以 下 是 w 的 无 限 子 集 . 记 WS = lee 
Ba:WEr} et We” 是 wm* 中 的 不 空 开 集 .由 0(p) 在 w* 中 的 
HRE, WNO) 42 ERA q€ w* op), WFE mEN t 
a)» lgv-|x€goigato» 1]. v- w-v- initum 
是 与 F 不 相交 的 4 的 邻 域 .这 与 QC W^ TI. WE Bo B 
RFRA AAR. O 

注 :定理 1.9.24 中 (2) 的 论证 部 分 是 参考 了 Ginshurg 和 Saks[ 1975] 
的 定理 5.9 改写 的 . 

1.9.22. 定理 (CH) 4p fo H PAMW X= oUi ETA 
亚 紧 的 【陈海燕 , LLL [ 19951) 

证 明 注意 | 8(p)| = |[w]*| 227. Æ CH FH QCo) HEP 
ftaa <a} EUnet X APO RA on Bo 
PPAR, EU = VX. OARE] Ba < wl Clo", fit 
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满足 如 下 条 件 ; 

(1) 对 任何 ,有 x, CB? PHE n fE B, CVa 

(2) i B«a. M B; = Bg XB, NBR} =A, 

假设 1 Bs: 8 <a) CHE. AER Ba tË x, C Be , 则 选 B, 
= Bs, 否 则 的 话 , x。 € Us; ,这 时 取 B, Ele] E x, € B; Ce" - 
UB. 

现在 令 

n(a) -mnin:B7 C V,i, 
W,-UieUB; :n(a)2ni, 
G, OD V) 700,1, n - 0H, 
ZE 16,0 X:n«al. 

这 时 对 任何 n, 6, OX AE X PHAR, GaC VQ) CU Ga FAME 
fa <w, 有 odis, O1 RE, S Ullalin EU] Giro l WE 
Unin < ol KAA RF ME. EE X ETRE REA. LI 

1.9.26 定理 (CH} APE RA meso 紧 空 局 , 它 不 是 可 数 仿 
紧 的 .( 陈 海燕, 戴 牧民 [1995]) 

证 明 GR X-oUg(p) HY p Bo PH P A. HEH 1.9.25, 
无 是 可 数 亚 紧 的 .由 紧 子 集 的 绝对 闭 性 质 及 .三 前 势 =e<2, 可 知 碟 中 
的 紧 子 集 只 可 能 是 有 限 集 ,所 以 点 有 限 与 紧 有 限 是 同 义 的 .于 是 是 
可 数 meso 紧 空间 ,因为 9(p) 中 的 任何 可 数 集 都 是 离散 的 ,所 以 X = o 
UUQtp) 不 是 可 数 紧 空间 . 侧 伪 紧 的 可 数 仿 紧 空 间 必 定 是 可 数 紧 的 ,这 
就 说 明了 王 不 是 可 数 优 紧 空间 . 口 

伪 紧 性 和 可 数 紧 性 之 间 的 关系 是 一 个 受到 众多 学 者 关注 的 问题 . 
早期 的 结果 有 :正规 擅 紧 空间 是 可 数 紧 的 , 紧 性 等 价 于 伪 紧 性 加 实 紧 性 
(4% Gillman, Jerson[ 1960] ,3D2 RI $H2). Mrowka If] 2 [B] (oo ) Ee D RS 
Moore 空间 而 非 可 数 紧 的 著名 例子 . Moore 空间 是 次 仿 紧 的 ,这 说 明了 
伪 紧 性 如 次 仿 紧 性 不 能 推出 可 数 紧 性 . 另 一 方面 ,Seott[ 1979] 和 Watson 
[1981] 各 自 独 立地 证 明了 伪 紧 的 亚 紧 空间 是 紧 的 . Uspenski[ 1984] 证 明 
了 擅 紧 的 ,有 斑点 有 有限 基 的 空间 是 可 度量 的 . 王 燕 敏 [1988] 进 一 步 证 明 

48 


了 伪 紧 的 , s- 亚 紧 空 间 是 紧 的 . Burke 和 Davis( 1982] 证 明了 伪 紧 的 仿 
Lindelöf 空间 或 o- {77 Lindelof 空间 是 紧 的 .对 于 亚 Lindelof 空间 ,1979 年 
Scot 在 CH 下 给 出 了 伪 紧 . 非 紧 的 亚 Lindelif 空间 的 例子 .Watson[ 1985 ] 
进一步 给 出 了 这 种 空间 的 绝对 例子 .至 于 铬 正规 性 条 件 弱 化 的 方面 开 
展 的 研究 1978 年 Vaughan 提出 了 wD( 弱 DD) 性 质 的 概念 ,指出 了 可 数 
紧 性 等 价 于 fecbly 紧 性 加 w 性 质 ( 对 于 完全 正则 空间 ,feebly 紧 性 与 
伪 紧 性 一 致 ). 定 理 1.9.26 是 有 关 这 些 研究 结果 的 一 个 补充 . 


§ 10 HFD 与 HFC 


HFD 与 HFC 是 空间 2%'( 此 处 2v FE wi 个 离散 空间 10,1i 的 积 空 
间 ) 中 两 种 特殊 的 子 集 ,它们 的 定义 是 由 匈牙利 学 者 Hajnal 和 Juhasz $E 
出 的 ,并 且 被 分 别 用 来 构造 5 空间 和 上 空间 ([1972],[1974]). 

为 了 方便 起 兄 ,我 们 将 2 中 的 点 看 成 是 定义 域 为 o, 而 值 域 为 10， 
LURER. AF wi x2 APR CI oCo x2 BRR, lol cw), 
ile] ={fe2 ec fl. FRB [o]: oE [oi x2]“*“ 是 函数 :构成 了 
2 的 一 个 基 ， 

1.10.1 定义 (1) XC2" 称 为 尾 性 稠密 的 (finally dense) ,如 果 存 
É a < wl, 使 得 对 每 个 函数 Ela — 2) x2]*",[o 1X SBR 
集 . 

(2) 五 称 为 一 个 HFD(hereditarily finally dense) ,如 果 X 的 每 个 无 限 
子 集 都 是 尾 性 稠密 的 . 

(3) 2^ 中 的 开 集 GRATTER X 的 一 个 尾 性 覆盖 (final 
covering) WRI X — Glew. G RA BERS A (nicely split) ,如 果 G= 
Uilelii<at ,而 idom o;:i<w| 是 [w1]*“ 中 的 互 斥 族 . 

(4) 不 可 数 集 天 C2%' 称 为 一 个 HFC(hereditarily final covered) , 如果 
任何 一 个 良性 臂 分 的 开 集 C pU x Wh EERE. o 

由 上 述 定义 可 看 出 , HFD 的 无 限 子 集 还 是 HFD. HFC 的 不 可 数 子 
集 还 是 HFC. 

1.10.2 定理  4HFD— 4S. 
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证 明 首先 证 明 , 若 下 是 一 个 HPD, 则 三 是 遗传 可 分 的 ,如若 不 
然 , 则 开 包 含 一 个 左 分 离 序列 jw:a < ui 和 存在 上 Le lia < wi| ,使 得 
WHT arn Ell T1 24 B«a Bf, xs E [o]. 1a, :a € wl 是 一 个 势 为 
wl 的 有 限 集 族 .根据 A 系统 引 理 ( 见 后 面 的 定理 1.10.6) ,存在 不 可 数 
子 族 ,使 它们 有 一 个 根 , 注意 左 分 离 序列 的 任何 不 可 数 子 序列 仍 是 左 分 
BH. PRERE, T HERR oaa < on | AR ,并 且 o, = a Up 
Hoe Hea Rae, MEH p SRA. TENGT a, H nE 
la l=(eIN Le 1c [e]. iE Xos 1x, :a < 1, CE X MARR. AA 
lp, ia < wi! 是 互 斥 的 非 空 集 族 ,所 以 对 每 个 o, 存 在 8>a, 使 nac 
[Cw - a) x 2] **. 3X lN Xo = Ces Mo] Xo = [og] Xo 2 2. 
RMH x 是 HFD 的 假设 矛盾 .于是 证 明了 X eT a. 

现在 设 X= ir :0 < wl 是 一 个 HFD. 对 每 个 a ca, EM y, € 2 
如 下 : 

0, E fsa, 
b= Dc, B». 
D Y-zliyiecajd M pix, y, JE X BY EBJ——3* Wr. 

论断 1 Y E HFD, 从 而 是 遗传 可 分 的 ， 

Er Æ Y 的 可 数 无 限 子 集 , Xo = p IO. E ag MERIT: Va, 
3$ dom o > ag 时 , Xo Dlo l EAR. Mik a> ao, 使 得 Yor lye < 
al AHAA dom e > a , 则 对 每 个 yeE Yo, H ye Ù domo = xe | coma DAMM 
有 E Xo Lo lesye& Yolo]. ATA jo 门 [oa] 是 元 限 的 . 

论断 2 了 不 是 Lindelöf Æ fj. 

首先 证 明 , 着 无 是 HED, MisE X dOl <wlUtxEX: 
|x-1(1) 1 万 w| 是 有 限 集 .如 若 不 然 , 设 有 无 限 个 x 使 |x-1(0)| ecw ic 
Xg=ixE Xia (0) aw) = {xEX Ja<w V£»a,x(£) 2 1l. 3X 
时 ,对 每 个 a, 记 a = 1(a € 1,00, 00 &2, DII XoC[o,12 2,5 Xx E 
HFD FJA. AA En E, REGES x€ X, 1x! (DI le (1) = 
oil. 于 是 对 所 有 yE Y, BA |y (01 = ly DIE = a. Bid G = 
IFE fla) 2 10, Gia < wi] e Y PRR. 但 是 对 每 个 e, 当 有 
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>a Bi ya ha 0, ERLA ys EU Ges E el. 这 说 明 | Ga:a<wll 没 有 可 
Tora. 

因此 证 明了 了 是 一 个 $ 空间 ， 口 

1.10.3 定理 9HFC= 上 空间 ， 

证 明 首先 证 明 , 若 氏 是 一 个 HFC, 则 是 遗传 Lindelof 空间 .如 
RM Else < wll CX 是 一 个 右 分 离 序 列 ,并 且 |[6,]:a oi 
Rit: Ya,[os] 门 [xe:$>al DA n Elo] AA ARRIM, A 
EAR H pace € < afl o D ouo = Uo PRE, X = 
laa < wi| 和 1[g,]:a < wii 本身 就 具有 上 述 性 质 ,现在 令 6 = 
Uilwi:a < «11, W 6 是 一 个 良性 辟 分 的 开 集 . X 是 HEC, FE 
IX - Glaw WHA a, 有 x,E[as1l=[o]3[ps], 所 以 了 CLoj, 并 且 

X -Ulfo,]:a «e 2 X- eo] 2 CX - Ne] 

-(X-G)U(CX-[eD 2 X- € 
Riu ERE A «uui XCU ll liacal. fiir e E o, 
NM B> AMT x; SU ilo] a> AT. XE TOF E SCUOLE] T. X dci f Lindelof 
空间 . 
现在 设 X= 1%:a < wl 是 一 个 HFC. 对 每 个 a < o EX y, MP: 
tE) E faa, 
TOE Fira. 
记 Y= {ya < wl. 

论断 1 YS HFC. 

设 G= Uilo]:i<wl 是 一 个 良性 辟 分 的 开 集 , 记 a = 
Supl U dom ci , 则 当 E> at, ye | 。= 在 上 让 于 是 对 所 有 8E> a, 有 x 


€ Ge g € C. Bl yb col RAR, x - c 也 是 可 数 的 ,所 以 了 - 
Give Ecal U lyst a xE X- Cl 也 是 可 数 的 . 

论断 3 y 是 不可 分 的 ， 

由 了 是 HEFC ,可 断定 对 任意 的 a, FE yC Y B a, Eyles 
否则 存在 o ,对 所 有 yO Y Mee A y( 8) =0.4 a= {la ti,1)},6 
=la] icol A] GR—-TRHEBOWAR, TE Y-C=HY RAR 
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可 数 的 ,与 了 是 HFC MRE. 

RER o = KED Lo 1E y 的 一 个 邻 域 ,对 任何 有 < 6. B 
yal €) 20 WH yp € [o], HI y E Cllyp:8<ei. 所 以 了 没有 可 数 稠密 
集 . 

因此 证 明了 了 是 一 个 工 空间 . 口 

下 面 我 们 来 证 明 在 CH F HFC 与 HED 这 两 类 集 的 存在 性 . 

1.10.4 定理 {CH)】  3HFC fI HED. 

证 明 (1) HEC 的 存在 性 . 

由 CH. [o] AR o TÆ [ 17 T? EE w" = 2 = wi 这样 
Sb CESTA IITTE RE BAS w1. EHER Uca < an | HF o, E 
U, - Ul[saanl:ii « el JP idom a5: « ol BERR. 4 9g, = 1 Us: 
B « o, Ilii U dome, (5 Cal, BRERA e RIO PLANE Ze, 重新 
排列 成 | Vii < wl BEA, ERA UEZ, li: Van = URAR 
的 . 

归纳 地 构造 j zse < oil 如 下 :对 每 个 <, 当 多 . 尖 马 时 ,选取 相应 的 
一 族 1o;:i< wl ,使 之 满足 条 件 :(a) 车 Vi) = Up M oi€ logy: < 
wł. (b) idom o;; i < wl| 互 不 相交 .这 是 可 以 做 到 的 ,因为 在 作 第 i 步 
时 ,jdom sg :j « ol 是 无 限 的 互 斥 族 ,而 U fom ok <i) REAR 
并 ,所 以 存在 /使 dom egi; OCU Idem oy: k < il] = 2. 3X REESE o = 
agp BPT. 

对 < 选 定 了 foscicwl 之 后 ,注意 每 个 dom og, C a, 所 以 
Utdomo;:i<w|Ce. 现 在 定义 和 ,使 得 对 所 有 Em nA xD = 0, 同 
Ex, a DU lai< el, Bl x, ERAU aiii — TK. 

AEM] X= 1x:a < wall 是 一 个 HEC. 设 上 是 一 个 良性 辟 分 的 开 
#0 是 使 UE 22 的 最 小 序数 .这 时 对 任意 a28, 有 UE.. 设 上 0= 
Peo EAR a) [o;] C U.1R x, | domo, = oi» BT LA x,€[ojicu.F 
FAX - UC |xe:&<51 是 可 数 的 .这 就 证 明了 XX Rb HEC. 

(2) HED 的 存在 性 . 

找 出 HFD 的 方法 仍然 是 用 归纳 方法 作出 天 = 1xs:6< al ,但 采取 
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MaRS CLA d dE CD B, EMTS x, RE 
METH- PAEA Ep EUIS. a 个 坐标 , 亦 即 硫 定 出 每 个 xe TE 
a 处 的 函数 值 . 记 
[oj =A :< ol 人 B, = {p<a:AsgCal, Ss= Fn(a,2,w), 
其 中 Fn{a ,2,w) 表 示 a x 2, Bl a x 10,11 中 所 有 有 限 沙 数 的 集 . 易 见 
KART 
对 每 个 8E B, do € 5,, 记 
Xs= |xy: rE Al, 
Xam | ty: YE Ag s € lal], 
Ca = (Xs BE B,,¢€ SU | xg: BE B.E. 
(注意 :由 于 x, 在 完成 整个 归纳 之 前 都 还 没有 成 为 实在 的 东西 ,所 以 在 
委 纳 过 程 中 ,它们 暂时 还 仅仅 是 一 些 符号 . 不 过 在 第 a 步 归 纳 时 我 们 
提出 的 归纳 条 件 仅仅 涉及 有 关 符 号 在 e 以 前 的 那些 片段 ,而 这 些 片段 
在 第 a 步 归 纳 时 都 已 经 在 以 前 各 步骤 时 确定 好 了 ,所 以 使 用 这 些 符号 
就 不 会 发 生 逻 辑 上 的 毛病 .) 
假设 对 所 有 8 < a ,我 们 都 已 经 定义 好 了 ixe (PB):& < on | ,并 假设 
它们 满足 下 面 的 归纳 条 件 
y Z€ Cy, lix€ Zr(P)=01| = | rE Zix(g) =l] =a. (x) 
WC, =|Z:i< wl WRH ZECG, E| Ti Zi Zi] =w, 选 出 一 
个 序列 is:i< al, HAP ARE: 
D vi.z€ixiB«al. 
© a= 3>; = jE x RAR). 
® V int Z. 
由 于 每 个 Z 是 无 限 集 , 这 样 的 序列 是 可 以 选 出 来 的 .对 任意 ZE C, E 
Z= Zas Za By = 
定义 {x(a):&< wy {RF : 
XP xeE lzwy:j < w|, 则 定义 
(a) = Nl ago toj EAM, 
MEO xe = ayo 73 
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xp EEzwy:j <w|, 则 x(a) =0. 
WERI, rela) a < witi 仍 满足 归纳 条 件 ( * ). 

于 是 我 们 完成 了 归纳 过 程 , 得 到 2*t 中 一 个 序列 X 8 [xg B < ml. 
下 面 我 们 证 明 x 是 一 个 HFD. 

设 4C 是 一 个 可 数 无 限 子 集 . 这 时 存在 8< ,使 4e = Lay € 
4|. 设 人 是 使 BE By 的 最 小 序数 ,于 是 Ag C8 IHEM aE Fola- o, 
zw) B a < w të domas Ca. FÆ 6€ SeadeCSCa, 从 而 

Xea = lay: YE Ag gy € [oil =la lNAE €. 
因为 X ERRE, NA 4 是 尾 性 稠密 的 ， L1 

在 第 二 章 8 11 中 ,我 们 将 证 明 , 若 承认 MA + 7 CH, 则 不 存在 HEC 
Al HFD(2.11.3,2.11.4). 这 就 是 说 , HFC 和 HD 的 存在 性 是 独立 于 
ZFC 的. 

最 后 ,我们 来 给 出 A 系 统 的 定义 和 人 系统 引 理 的 证 明 . 

1.10.5 定义 IARAA RA, IURE TER r, 对 4 中 任意 两 
个 不 同 的 集 x 和 7 ,都 有 x 门 y = RO A 的 根 . m 

1.10.6 定理 (A RES) 设 是 正则 基数 ,x > o X 是 任意 
一 个 集 ,. 如 C [下 ] ,1.G1 =w, 则 . 避 包 含 一 个 势 为 MARK. 

TAR Yn<w, 记 6 j AE #1Al an}. Ws Ul:n < 
外 | .因为 x > co 是 正则 基数 ,所 以 存在 n, 使 1. 各 1= <. 不 失 普 遍 性 ,可 
设 . 如 本 身 就 由 4 中 势 为 mn(nz1) 的 子 集 构成 .下 面 我 们 对 n 进行 归 
纳 论 证 . 

n=1 时 ,. 避 的 每 个 元 都 是 单 点 集 ,所 以 . 避 本 身 就 是 一 个 以 作为 根 
的 A 系统. 

假 没命 题 对 1,2,…,n - 1 BM, RY AC US, Al =n, Co 
的 一 个 极 太 互 斥 族 ( 根 据 Zom 引 理 , 它 是 存在 移 ), 记 为 A EIA 
= e, W 2’ RE-TUS HRM A 系统 .车 1. 避 ' 1 < x, 则 有 
[U4 lee A'l l'l cr BA RRAR RR Uy ACC 
AAMU YAS. ypCU.4' i o8, = AC Lp C AT WA 4 
=UL4:pEU.4'|. Hl Us bee Re 的 正则 性 可 知 ,存在 pE 
U6! Bi o4, |= TA Ip AC UAI MA =w, 当 BE 多 
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AYA Ble n- 1. UB FE B ca ERLE le, BB 
个 系统 ,最 后 令 

E-IBUipi  B€.£']. 
则 Ecg, 1E =e HA 多 是 一 个 系统. Li 


$11 ccc 空间 的 乘积 问题 


-~- 种 拓扑 性 质 对 于 乘积 运算 是 否 能 够 保持 ,历来 是 拓扑 学 研究 的 
HAAS. AW ,我 们 已 知 ,任意 不 超过 e 个 可 分 空间 的 彝 积 空间 是 可 
分 的 ,任意 多 个 有 Calibre w 的 空间 的 乘积 仍 有 Calibre w. 然而 两 个 
Lindelof 空间 或 两 个 可 数 紧 空 间 的 习 积 都 可 以 不 是 Lindelof 或 可 数 紧 的 
{参看 Engelking[ 1977] 的 2.3,16,2.7.11(b),3.8.15,3.10.19). 那 么 ,对 
于 CCC 空间 情况 又 如 何 呢 ? 

首先 我 们 给 出 下 面 一 个 定理 . 

1,11.1 定理 设 1X:a€ 4 是 任意 一 族 Coc 空间 , 则 X= 
Ti XC Ae COC 室 间 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 JE [A1*, X= 
WiX,:a€ Ji E CCC 空间 . 

证 明 对 每 个 x€ X, fx) = x ER Ty SEX Bl X; 上 的 投影 
映射 ,这 是 一 个 连续 开 映 射 .车 互 是 CCC 空间 , 则 X, 显然 也 是 CCC 空 
HR. 

BEER OX ARR CCC 空间 ,这 时 五 必 存 在 一 个 势 为 不 可 数 的 ,出 
基本 开 集 组 成 的 互 斥 族 | Us EC 10.54 U, 可 以 表示 为 

U= V, x Ii X:a€A- Ap) 
的 形式 ,其 中 AC [A157 , V, JE X, PERR. E Ae FE TUN FLA RABE 
引 理 ,存在 一 个 势 为 mi MAR A ca < wi! 和 一 个 根 7, 记 j= A, 
- JERS 08,4 A, Ag = J J= 2, UL UO, 
310,66 BARRO ER Ju. bey): < wi 是 证; 中 的 
开 集 族 . 今 证 明 它 们 基 互 斥 的 .假若 存在 不 同 的 a,8 A xy, fl x, € 
mt UN rt Us) ,这 时 对 任意 选取 的 x; € wy ( Ua). xy Ug), U 
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x, U x, AMEE UE A, U Ap 上 的 一 个 函数 . 它 的 任何 一 个 扩张 EX 


OPA E LN Us SURE Ua co |S AP RET X, 也 不 是 
ccc 空间 . MI 

这 样 ,CCC Ban T ACHE UR e ERAT CCC 空间 的 乘积 
还 是 CCC 空间 的 问题 . 1950 年 ,南斯拉夫 的 Kurepa 利用 Suslin 线 作 出 
了 一 个 ccc 空间 的 平方 不 是 CCC 空间 的 例子 .后 来 ,美国 的 Kunen 证 
明了 Mào 蕴涵 任意 两 个 CCC 空间 的 乘积 还 是 CCC 空间 ( 见 2.1.13, 
此 结论 最 先 由 Juhass 于 1975 年 在 他 的 专著 《Cardinal functions in 
Topology》 中 宣布 ) .这 一 节 我 们 将 介绍 1980 年 由 Galvin 发 表 的 运用 CH 
作出 的 反例 (更 早 一 些 时 间 ,Laver 纵 出 了 类 似 的 例子 ,但 没有 正式 发 
表 ) ,其 叙述 主要 参考 了 Comfort 和 Negrepontis 合 著 的 专著 [1982]. 

1.41.2 引 理 Be 是 任意 一 个 无 限 基数 ,4 是 一 个 集 , 又 设 对 每 
Teer, Fics ELA] PR TERI M A 可 以 划分 成 两 个 
集 Ay 和 A, ,使 得 

ycr, |ti Fici) =| His FicA | =x. 

证 明 CHER B 是 一 个 无 限 集 ,181<k,p. 是 到 x 的 
两 个 函数 , 则 | Li Pe) €€ gl | = 1B81<x. 对 任何 EArt Fir ice} AY 
互 斥 性 ,必定 有 一 个 i<w, 使 

KANLU PS FE Bl 12 D. (1) 
现在 按 归 纳 方 式 定义 函数 vf dome = 1(2,9):8a9< el anrc, 
并 满足 如 下 条 件 : 
YE 有 FEPNA FEDT. 

首先 令 r(0,0) =0. 假 设 对 <x 已 经 在 B= Ea ig y < 
有 ?上 都 给 出 了 z 的 定义 .利用 式 (1), 令 &=0, 可 以 定义 zr(0,7) 为 使 
[UTE Bl |= 儿 成 立 的 最 小 序数 i. 现在 进一步 
假设 在 BU ie g) E < 8&1 上 已 经 给 出 工 的 定义 .这 时 ,定义 c(&， 
DAH FAKU FROD Me gD EBDUL REE Pe qls 
Cg sr HNP ;. 于 是 我 们 完成 了 r 在 Bi 上 的 定义 ,也 就 完成 了 
e EX. 
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对 每 个 $<g, 令 faire. gie qnt AM Je WAR Ju 

Je BEL = 1Js 1=w. 然 后 令 
Aoz Ui Fi: Ece, EE J, lA =A- Aas 
则 对 任意 EA 

LES FEC Aol = Je, 

ig: FECAL Je Je Je. 

所 以 Ag, A, 即 为 所 求 . oO 

注 : 引 理 1.11.2 中 ,4 可 以 是 任意 的 非 空 集 .但 当 !141<x 时 , 绝 大 
S3 丙 都 是 空 集 , 这 个 结论 成 为 平 几 的 ,实际 应 用 时 通常 都 应 假定 
FAT zx. 

1.11.3. 引 理 (CH) 存在 两 个 集 族 | Ko(a) :a < wl 和 | Ki(a):a 
< wil ,它们 满足 如 下 条 件 : 

(1) Ya <w Kola)lK(a)= a. 

(2) 对 [wi]“* 的 每 个 可 数 互 斥 族 和 户 ;n < wi =F ,存在 8< wl, 使 
24 S <a, UF Ca, XE[a]** 时 ,对 =0,1, 车 有 

liicw:( FX)NK =}| =w, 
MW fi<sa:(PeCxUla NK =D) =w. 
(此 处 的 记号 AQB = lla. bl:a€ A,BC BI, K - Ul K la) jola 
€ wl.) 

证 朋 当 =0 时 ,定义 Ko(0) = K,(0) =, 

对 于 0<a< ws =0,1, 我 们 将 按 归 纳 的 方式 定义 Kla) ,使 它们 
满足 如 下 的 归纳 条 件 : 

(1) Kola}U Ki(a)=a, 而 Kila NK (a) 2 8. 

(2) 对 每 个 让 [wi]““ 的 元 组 成 的 可 数 互 斥 族 m Ful AE 
Epea, B«a« o, HHU ca,XETa]“* 时 ,对 =0,1, 若 
| i: FexcUl&GONetsi:«all z will iis FeixUiabc 
Ut& Gl geel] =a. 

注意 由 [ui] |M RTARTA ERR A at | Lo 1 5 | 
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=w1*= wi 个 , 故 可 以 将 它们 排列 成 1 Fy < anl. 
当 a <w 时 , 令 Ki(a)-2O,Ki(a)-a. 
现在 设 sw, 并 且 假 定 对 所 有 yy <a, K, GOPICGE ET. HAE 
的 a, 三 元 组 (e 了) 称 为 恰当 的 ,如 果 它 满足 下 面 的 条 件 : 
€=0,1,0<a¢,U#%ca,XE[al**, 
并 且 
HlisFRQXCUIK Cp @lghipsall| =a. 
所 有 这 种 恰当 的 三 元 组 个 数 不 超 过 2x lel x lal w 个 .将 它们 排 成 
[Cens pn Xin] 
L-iuFGXcUl&KOGgiyig«all. 
在 引 理 1.11.2 中 , 取 x = w, UL a KA, FEAR APE o 
的 划分 Kola A Kila), tE 
HER CK la) | =a. (e=0,1) 
这 样 就 完成 了 构造 K. (a) MUSSER Lf EK (a) :a « wl,e =0,1. 
归纳 条 件 (1) 是 显然 满足 的 .现在 设 [<A RAS — 
个 可 数 互 斥 族 ,并 被 排列 为 Fp 8 a < on, UFa XEL] "R, 
Xf e =0,1,# 
| lis FigXc Ul K Gel gl:g«alli sa, 
We, B, DERT o 的 一 个 恰当 的 三 元 组 . WEE HERE Ceu 5， 
加 六 这 时 由 K Co REGE XCLTERE o e iL f IC LLFECK(O,HI 
FX CUIK GDgaigl:g«al, 
Kolelo Kalet. 
ATE 
Fig XU fat) cUIK Dei yl gal. 
所 以 归纳 条 件 (2) 也 满足 . 
PUE SE REBHET EI: K (a2 :a < a1 (s =0,1) 符 合 定理 的 要 求 . 
第 一 个 条 件 是 明显 地 满足 的 . 
设 .2 是 由 [wi1]““ 的 元 组 成 的 一 个 可 数 互 奈 族 ,天 Fy Lo > 8, 使 
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Ugca,XETal<*,e =0,1. 又 假设 | {i: CFR JO 1 K = 21 E = a. id 
e's1-e EX KRUK = 508 i BERE CFR X0 TK, = Set 
B 9 <a, CPU K COGI nl :9g««D 2 8. AX HOX 
Ca(ga AL Foo X IIT CAR RT AR LE y BWER RP gey 
<a Hipy 1€ Kelly LEA y I€ KG elg TER 
FicgXc UIK« Gi 9l :g « al AMA 
| His FR X) CUL Ke Gl 91:9 « a1] =a. 
由 归纳 假设 ,有 
| is Fe XU la Dc UT Ke nO! gl gsal] sw. 
EE ROKU fac UT Ke Oigh ysa] WHER HOU 
la NCUIK peal giipsal) 2O. X4 goal 6€ HVE 
XU lat BEL Fh (XU la NC Ky) x 130 = S. TE KOAU 
DNK =Ø. du Bn 
| Hz FIOCU Ia DOO K 8] | =w. 


于 是 引 理 得 证 . o 
1.11.4 定理 (CH) 存在 一 个 极 不 连通 , 紧 T, CCC 空间 XE 
平方 不 是 CCC 空间 . 
证 明 ”分 成 两 个 步骤 . 


第 一 步 :证 明 存 在 两 个 拓扑 空间 Xo 和 Xi, 使 得 e( X9) = e(X) = 

,但 cf X?) > o (ORE co CX) X AIHE E ( cellularity) ,其 定义 为 
c( X) = ominl12gl :多 为 三 的 互 斥 开 集 族 | ， 

cCX) = w WARR X Æ CCC 空间 )， 

X Xy M X, HR SRA 2^ - 101 (0 aS RB). BIR: 
<n} (e =0,1) 是 引 理 1.11.3 所 设 的 集 族 ,对 <*=0,1,7<owl 记 

K= lee :shrin=0, all. 

BU Vy) ga EA X, BUT EHE IX, 的 拓扑 . 

论断 1 X, Æ coc 空间. 

B= (Use < al 是 中 一 族 基 本 开 集 . ULE NIK) gE 
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Gai, G, C [m ] ^ RE A x CU, M x 1 c=1, 而 x AUi EK GDigc 
Gi EESTO MAA GACEK C): 9E GD. AA A BEI 
理 , 不 失 普遍 性 ,可 以 假定 1 Ga < wi| 是 一 个 以 J ARR A 系统 . 令 
F6 -J WIF: < oil 是 [ws 的 元 组 成 的 互 斥 族 , FAR 
定 所 有 的 F eS. i #21 :ii<ol, 设 有 8 是 满足 引 理 1.11.3 中 所 述 
条 件 (2}) 的 序数 ,并 且 不 妨 进 一 步 设 Uc8. 这 时 存在 a, 使 w<a, 并 
HPOQ(6+1=2.8 3€ FWA >p, UFC X Pains, 
tal SP om < p< «qe 
由 于 Pee =o te iA 
(Fgge)niauiGDelv sg yh, 
BD | ti CP @MSINCUIK GOGb ig ep] =w. 
TEGERE SPI =w. 
从 而 由 引 理 1.11.3486 
[ii:(Fe@iniNkK gll =w. 
再 一 次 应 用 引 理 1.11.3, 有 
[i F@in minK =Z] =w. 
继续 下 去 ,最 后 有 
[IC Pg rF)nE 9i =a. 
Wg—T i MCI FOU K = 名 .对 任意 一 个 Er Pls Dn 
(KOpglgo22,88 FK GO) = 名 .于 是 
FAUR: EFD =. 
AIR POUL KC) EJDA): € 60-20, 
HB G= FUJR 
FAUK g): EGN. 
同 理 , P" UTR Cg :9€ 610) = 8. 
再 由 GAIR): 7E G1) = OR GO RODISE&€ 6)- 
名 ,得 到 J 站 (UU | Ky) rE GU G = 名. 所 以 可 以 定义 一 个 z+, 使 x 
的 


在 GU 6, EX 1 WEUL Ka): 7 € GU GE ERIE OO. at x € U, 
OU, CREAT REER, TE X, 是 CCC 空间 . 

论断 2 XxX 不 是 CCC 空间 . 

FRI Wp) = Volg) x VP): pant. 

MA Gg xp ELC Fop x Vi INL ot x Gol g« 3. 
这 时 2) © Vol) Vo Cp BOR y = Kol’) U Ki Gp BEBE gE 
Kot gj YER gE Kg) 29 gE KoCg! ) MB xo € Vol 22,08. xo ly) -0, 
但 xo Vol y) it xo( 9) = 1,28. 9€ Ku GT. IR] BELL RT DUE HS x， 
(9) =0 Ml x(q) = 1, PE 3 7: T Wy): < wi| 是 互 斥 的 基本 
FRR. 

第 二 步 :由 XX, 构造 出 定理 所 要 求 的 空间 ， 

记 由 Xl = 0, 1) B] e PIE IIT SE CHEERS AE maU) = U BOT SR 
U) Fm A R(X). U, VERC). Æ UNY--UDV,U'- 
Int Q(X - U). BAEC R(X.) A ,构成 一 个 Boole (NH, E GC X) 
FEW RCX, ERÉ Stone 25 [8] , BU 

6(X,) = jp:p ARCA, EB oft}, 
并 以 18" = 1p: BE pt: BE R(X HER CCX, WE. 这 时 空间 CCX) 
具有 如 下 的 性 质 : 

(D GX DBE 了 空间. 

B pi. p;€ GCX ) pie m. WFE BER X), Ë BC pj, BE po. 
这 时 BE p. B'E p. FE B* MCB) 是 pis pa 的 不 相交 邻 域 ,因此 
CCX JÆ Ts iH. 

Sls": BC 6 dé GCX MATHER. 注音 每 个 ut MERE 
F RAVAN B)! = ip: VBE pl - Ülp:B,Epl = UB). BF 
KAY B) = 1p V Ep! = ip: ÀB E pl RMB RAR 
有 有 限于 覆盖 ,那么 对 任何 ILS) UI B BEJ G). FE 
THE p, E peUiB':BC Ji-(VIB:BC JD ,BVIB:Bc Ji 
p.FPEAI[B:BCJILO,L B':B€ I) MART — METH. id po 是 由 

61 


它 生 成 的 一 个 uft, 则 对 任何 BEB, pg € B'.iX SIB': BEAR 
CCX.) 的 覆盖 的 假设 矛盾 . 

(2) GC(X) 是 0 维 种 极 不 连通 的 ， 

HET BER.) DRA B"U(B)”=(BVB)*=1"= 
GOX), B NCB) =(BAB')* =0 = 名 ,所 以 每 个 好 "都 是 开 闭 集 ， 
因而 G(X) 是 0 维 的 ， 

SCR XJ) BRS. S Us (118: BEA) uc 
RX.) MH BERBERA Uc Imc CE B,BD Us; B. MUU BH 
下 界 .又 假如 VER EE SHTA MHA BE BA VCR. 
E ¥cN18:8¢ A. ii V-Im Cl Vcn C18: BEA) =U, XR 
Bj U = Inf #= A E, AMC ROX), A. EPS EH Boole 代数 . 

现在 , 设 已 是 @G( 素 ) 中 任意 一 个 开 集 ,7 = Ui Bt : BEA, WA 
Uci VE . SEH CIUS CV "FV BE RC(X (V 0) UE 
一 个 开 闭 集 ,因此 Cl Uc (V8). AALS pe CV 2)" WV BE 
PP. 所 以 对 任何 CC p, A CACY ® 40. TERTE REA CAB ZO. 
BI CNB” =(CAB)* 48. Bik pCa UU. 这 便 证 明了 CCX WE 
何 开 集 有 又 开 又 闭 的 闭 包 , 即 G(X) 是 极 不 连通 的 . 

(3) G(X) Æ CCC 空间 ， 

设 Bi, BE R(X). UCB, A By) = BY 门 B2 ,可 知 B? N BÝ = 
Qux B A B,=0,8i B N B= 2. HF X, Æ CCC 的 ,所 以 
G(X, thE CCC 的 . 

(4) G(X9) x G(T) 不 是 CCC 的 ， 

注意 : (BY x CODO x CP) = CBE Br) x (ey Ney) 

-ONDOBO' x(€,Ne2)*. 
所 以 [Br x CPN CBS x C2) =S 4AM 8,08, 2 OR CNC = 
总 .这 又 等 价 于 {Bx CNR x C) = 2.681 Xox X, A CCC É, 
所 以 GCXo) x G(X2) 也 不 是 CCC 空间 ， 

BR X= G(X0) 四 G(XI), 则 不是 一 个 紧 72,0 维 , 极 不 连通 
CCC 空间 .注意 
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X= G(X) x COX DDEC) x G(X) 
MEX) x CCX DEAD x ECX). 
因为 6( Xo) x CCX) X? 的 开 子 空间 , 它 不 是 CCC 的 ,所 以 X? 也 不 
是 CCC 空间 . 口 
在 第 四 章 § 1 中, 我们 将 指出 在 存在 Sulin 线 的 前 提 下 ,存在 连通 
的 ,第 一 可 数 的 , 紧 7T2CCC 空间 ,其 平方 不 是 CCC 的 ， 


sR 后 iz 


BERESI- il1l 介 绍 的 外 ,连续 统 假 设 应 用 于 其 他 方面 问题 的 
研究 ,也 取得 了 丰富 的 成 果 . 

一 、 与 连续 统 假设 等 价 的 拓扑 学 命题 

除 §1 的 Rothberger 定理 和 §5 的 结果 外 , van Douwen, Fedocuk, 
Malyhin , Dow, van Mill 和 Vermer 等 也 得 到 了 一 些 结果 ,下 列 各 命题 都 是 
与 CH 等 价 的 . 

1.12.1 每 个 第 一 可 数 的 紧 Ty 空间 都 是 号 扩 张 的 (Fedocuk 
[1978]). 

在 这 里 , 称 空间 下 是 re- 扩张 的 (r 是 基数 ), 如 果 存 在 o 
ZH s ATE EY, O- mxz)-(- ©, 2) Mer. 

1.42.2. 每 个 可 数 紧 正规 FF 空间 了 满足 ctX) = 2° 时 是 紧 的 (van 
Douwen[1979]). 

1.12.3 每 个 局 部 紧 正 规 FF 空间 X 满足 c(X) =? 时 是 # 紧 的 
(van Donwen[ 1979] ) . 

1.12.4. 每 个 下 空间 满足 c(X) = 27 时 是 弱 Lindelof B (van 
Douwen[ 1979]) . 

1.12.5 广义 Cantor 空间 D": B BIT 4b dE — > Noether 空间 
(Malyhin[ 1981]). 

集 族 4 FRA Noether 的 ,如 果 A PAE PRM A, | iB: BEAZ, 
Ac Bl | <a. X AH Noether 空间 ,如 果 和 有 一 个 Noether HE, 

1.12.6 每 个 权 等 于 2” 的 下 空间 的 开 子 空间 都 是 下 空间 (Dow 
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[1983]). 

1.12.7 存在 非 伪 紧 的 空间 4, 其 所 有 的 紧 化 都 是 Wallman 紧 化 
(van Mill, Vermer[ 1979] ) . 

=. 与 度量 化 有 关 的 问题 

1.12.8 CH 一 存在 不 可 度量 的 全 正规 ,局 部 连通 的 紧 T, 空间 
(Fillipev[ 19691). 

1.12.9 Burke, Davis[ 1981] 利 用 CH 构造 了 一 个 全 正规 的 紧 T, 空 
fal Z , 它 有 一 个 不 可 度量 化 的 对 称 (Symetrizable) 子 空间 ,否定 地 回答 了 
Arhangelski 的 两 个 问题 . 

1.12.10  Tkacenko[ 1981] 利 用 CH 构造 了 一 个 不 可 度量 的 紧 TE 
间 , 其 中 每 一 个 弱 扩 张 (Weakly expanded) 于 空间 都 是 可 数 的 . 

1.12.11 拓扑 空间 在 的 对 角 线 A 称 为 小 对 角 线 ,如 果 X? - A 
任何 一 个 不 可 数 子 集 4 都 对 应 有 包含 A 的 一 个 开 集 U, 使 4 UEA 
可 数 的 .显然 ,车 XAG, 对 角 线 , 则 三 也 有 小 对 角 线 .一 个 自然 的 问题 
是 :有 小 对 角 线 的 紧 T, 空间 是 可 度量 的 吗 ? Husek[1977] 在 CH 下 给 出 
TRIES. 

1.12.12 定理 (CH) 设 X 是 有 小 对 角 线 的 紧 T SSA (X) 
=w, M X RERTHESERICHCXO USE 3503, 2.10.3). 

周 尘 旋 [1982a] 中 证 明了 : 

Con( ZFC + CH + 有 小 对 角 线 的 紧 7; 空间 是 可 度量 的 ). 

Juhasz, Szentmiklosy[ 1992] 进 一 步 证 明了 ; 

1.12.13. 定理 CH 一 有 小 对 角 线 的 紧 T; 空间 是 可 上 度量 的 . 

到 现在 为 止 , 似 乎 还 未 发 现 有 小 对 角 线 而 不 可 度量 的 紧 T, 空间 的 
相 容 性 反例 ， 

=. 与 紧 性 有 关 的 结果 

BR Fedocuk[ 1978] ,Tkaceako[ 1981] , 周 浩 旋 [1982a] 等 前 面 已 提 到 的 
结果 外 ,还 可 参看 Rudin[ 1965], Jacovlev[ 1976] , Malyhin[ 1982] , [1984], 
Cigogidze[ 1981 ] , Watson[ 1994 ] , Bell 1985] 等 ， 

112.14 定理 “CH 一 存在 序列 紧 非 紧 的 空间 , 它 有 一 个 局 部 紧 的 
可 分 度量 子 空 间作 为 它 的 稠密 集 (Rudin[ 1965] ). 

64 


1.12.15 定理 CH 地 存在 紧 7 的 g- 第 一 可 数 空间 , 它 不 是 第 一 
可 数 的 (Jacovlev[1976]}. 

根据 Arhangelskii[ 1966] 提 出 的 定义 ,拓扑 空间 的 子 集 族 多 称 为 
X 的 一 个 弱 基 , 如 果 对 每 个 x€ ,对 应 有 ACH, 使 得 

(1) ENZ, F= Uim, «EX; 

(D U, VEZ, WEE WER wcunv; 

(3) 已 是 开 集 当 且 仅 当 Y EC, 3 UC IG. fie UC C. 
如 果 每 个 A 都 是 可 数 的 ,就 称 下 是 g- 第 一 可 数 ( 弱 第 一 可 数 ) 空 间 , 若 
有 o- 局 部 有 限 的 弱 基 ,就 称 为 g- 可 度量 罕 间 (Siwiec[19741). 

1.02.16 定理 “CH 一 存在 g- 第 一 可 数 的 紧 T, 空间 X,1X1>2", 
其 中 至 少 有 一 个 点 x 使 (x,) = 1X1» v (Malyhin| 1982]). 

Cigogidzel 1981] 证 明了 下 面 定理 . 

1.12.17 CH 一 存在 全 正规 紧 n, 空间 x, CRA Dugundii 扩张 性 
质 ， 

Watson[1994] 证 明了 下 面 定理 . 

1.12.48 “CH 一 存在 第 一 可 数 的 伪 紧 的 连通 空间 , 它 没有 相对 紧 的 
RETR. 

Malyhin[1994] 证 明了 下 面 定 理 . 

1.12.19 CHS ZER 2° PU DLE H THEA RA S, 
fXG)-UIXG2O:a€ 51 是 可 数 紧 的 . 

ERE, (a) a HDB, HI 

Sa) = Hfif€2^,l lafla ala)}| wl. 

Bell[ 1980] 证 明了 下 面 定理 . 

1.12.20 定理 {CH) FER T,CCC 室 间 , 它 没 有 oEbL. 
(o- 定 心 基 的 概念 参看 1.2.7 ,注意 可 分 空间 一 定 有 o- 定 心 基 , ) 

四 、 广义 度量 空间 

刘 应 明 [1978] 在 研究 两 个 CW BARA ,应 用 CH 证 明了 下 面 
定理 . 

1.12.2] 定理 (CH) iE K.LJÉ CW 复 形 , 则 Kx LAE CW RE 
的 充 要 条 忻 是 :或 者 KK. 上 之 一 是 局 部 有 限 的 ,或 者 KL 都 是 局 部 可 数 
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Bj. 
这 个 结论 后 来 被 Tanaka 1982 ] SEHE T —2b , ELAN T 2 ET 53 — 
个 集 论 命 古 ” BF(w2) 

Tanaka[ 1979] 讨 论 了 两 个 Lasnev 空间 ( 即 度 重 空间 的 闭 映射 像 ) 之 
积 是 天 空间 的 条 件 问 题 , 他 得 出 了 如 下 结果 : 

1.12.22 定理 (CH) iX X,Y JÉ Lasnev 空间 , 则 XxY 是 空间 
当 且 仅 当天 ,了 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(1) 下 ,了 都 是 可 度量 的 ; 

(2) 天 ,了 之 一 是 局 部 紧 可 度量 空间 ; 

(3) 了 ,了 都 属于 类 7. 

在 这 里 ,类 I =| XE Xin < w| ,使 得 ;四 ya x, BX WA 
MERATE O X= UO ACK 是 闭 集 当 且 仅 当 对 每 个 ,4 站 
X, 是 子 空间 XY, PHAR, RASC .9 意 即 三 是 一 个 由 闭 的 局 部 紧 
可 度量 子 空间 组 成 的 序列 所 控制 的 空间 . 

在 Tanakal 1979] 中 ,他 还 在 Tanaka[ 1978] 的 基础 上 得 出 了 如 下 结 
果 . 

1.12.3 定理 (CH) it X f Feche 空间 或 具有 点 C 性 质 ( 即 
Y(X) = w) 的 空间 .又 设 Y 了 是 一 个 第 一 可 数 仿 紧 空 间 在 某 个 闭 映射 
FARR. Xx 了 是 8 空间, 则 要 公正 是 强 Feche 的 ,要 么 对 每 个 yE 
Y,f (O31 af (07) 是 局 部 紧 Lindelof 的 . 

1.12.24 XEXR(CH) iX, X; BHR BBR Freche £z [B], f, f; 
是 Xi, X; bs] XL ROBIBRSH LY) FOX, Y= (X), W Y, x Y, ku 
CSOT Ax fd Xx Xy 上 的 商 映 射 ) 的 充 要 条 件 是 下 列 命题 之 一 
满足 ; 

(1) v y€ Y, af (BRM Ry y € Yor (Cy) BRM, 

(2) v y€ Y R yE Y, 87 Cy) ay Cy) BBA Lindelaf 的. 

这 里 的 强 Frechet 性 是 指 ,对 任意 点 x 和 和 任 一 满足 xE DA, 的 下 降 
PRP A in « wl FETE x, CA, SPO xin o | ET n. 

高 智 民 [1987] 在 研究 Lasney 空间 与 并 空间 的 关系 时 得 到 以 下 定 
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H. 

1.12.25 定理 {CH)  Lasnev 空间 X Æ (Freche) 8S EM RH 
忻 是 它 的 特征 y CI xc. 

刘 川 [1993] 在 研究 具有 o- HCP k 网 的 性 质 与 只 空间 的 关系 时 证 明 
了 以 下 定理 . 

1.12.26 定理 (CH) 可 分 的 有 HCP 上 网 的 空间 是 从 空间 . 

( 怪 自 求 [1993] 在 承认 MA 4 CH 的 情况 下 否定 了 上 述 命题 .运用 
MA +7 CH, 他 作出 了 一 个 正规 ,可 分 ,有 o-HCP k ARE, ETER 
空间 .) 

另外 , 刘 川 和 Tanakal 1996a] 还 证 明了 : 

1.12.27 定理 (CH) dE X ESE AHR RS o- HCP 
kA x BOR A. 

(SOK .多 称 为 星 可 数 的 ,如 果 V AC 4, ord A28) = 11 A C o); A 
NAD] <w. 这 个 概念 最 早出 现 于 Heath[ 1964], 是 在 研究 可 遮 空间 
的 刻画 时 提出 的 , ) 

在 刘 川 和 Tanaka[ 1996b] 中 ,他 们 还 得 到 了 下 面 定理 . 

1.12.28 定理 (CH】 RX EAs RAL AH SH xB 
SRR ABSA XY SATA, 

1.12.29. 定理 (CH 有 co-CG 有 限 弱 基 的 可 分 空间 是 g 第 二 可 
ATE. A oC 有 限 弱 基 的 空间 如 果 不 含 5. 的 拷贝 , 则 它 是 可 度量 
的 . 

这 里 的 S: 即 所 请 的 Arena 空间 ,其 定义 可 参看 Engelking[ 1977 ] 
1.6.20 或 林 寿 [1995] 的 1.8.6. 

1971 年 ,Hodel 证 明了 有 C; 对 角 线 的 WA 空间 是 可 展 的 之 后 , 提 
出 了 下 述 问题 :有 6; 对 角 线 的 WA 空间 是 否 一 定 是 可 展 的 ? 

Alster, Burke, Davis[ 1988j 在 CH 下 给 出 了 一 个 否定 的 回答 . 他们 应 
用 CH 作出 了 一 个 0 维 、 和 散射. 局 部 紧 ., 有 C, SARA WA 空间 , 它 不 是 
可 展 的 . Balogh( 1987] 进 一 步 指出 ,上 述 例 子 中 实际 上 可 以 用 一 个 比 CH 
3689 — 5 BO AR IE Gri b = 2” 来 取代 CH. 

他 们 在 较 强 的 分 离 性 下 也 给 出 了 一 些 肯定 的 答案 . 
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1.12.30 定理 EX RAG, WHR WAS, X BR 
Lindelof#fl «- SCWH( œ 强 族 Hausdorf) 的 , 则 工 是 可 展 的 .特别 地 , 若 工 
是 局 部 紧 { 或 局 部 Lindelwf) 和 正规 (或 可 数 仿 紧 ) 的 , 则 XX 是 可 展 的 . 

1.12.31 定理 具有 o- 局 部 有 限 (mod 上 ) 网 的 空间 称 为 强 寻 空间 
(参看 Cmenhage[ 1984a] 的 4.13) .每 个 o 空间 都 是 遗传 强 吕 空间 . 

Balogh[ 1984 1] 证 明了 如 下 定理 ， 

1.12.32 定理 (CH) UE X È Lindelef ZH, p( X) 2 o, Jl] X Æo 
室 间 当月 仅 当 它 是 一 个 遗传 强壮 空间 . 

在 同一 篇 论文 中 ,他 还 指出 ,在 MA+- CH 下 ,可 以 作出 一 个 第 一 
可 数 Lindelof ,遗传 仿 紧 的 遗传 强 之 空间 ERE o 空间 . 

zZ., RZN 

TE DE FE dE db zs qa AS eR A, CH A A LT 
Michael[ 1971] .他 用 CH 构造 了 一 个 正则 Lindelof 空间 天 , 它 和 实 直线 上 
的 无 理 数 集 P REX x P 不 是 正规 的 . 

ME X x P FETE RE CSE Lindelof) 的 正则 Lindelof 空间 X 称 为 
Michael 空间 . 这 样 , Michael 用 CH 给 出 了 第 一 个 例子 , Alster[ 1992] 用 
MA 也 给 出 了 例子 , Lawrenee[ 1990] 只 用 b = mi 就 给 出 了 例子 .但 迄今 
尚 不 知 有 没有 绝对 的 Michael 空间 . 

在 全 正规 空间 的 乘积 问题 上 , Alster, Zenor[ 1976a] 证 明了 如 下 定 
理 . 

1.12.33 定理 {CH) 对 任意 n > 1, 存 在 正规 第 一 可 数 空间 Y, 使 
得 

(1) Y 是 全 正规 ,遗传 可 分 的 ; 

(2) Fi Lindelof 空间 ,但 Y» 不 是 次 仿 紧 的 . 

Przymusinski[ 1980b] 进 一 步 证 明了 以 下 定理 . 

1.12.34 定理 (CH) 对 每 个 a, 存在 正规 可 分 第 一 可 数 空间 X, 
使 得 

(1) X^ HHS Lindelof 的 { 从 而 是 全 正规 的 ); 

(2) 到 -是 Lindelaf 但 不 是 遗传 Linde 从 而 不 是 全 正规 的 ). 

1.12.35 ”定理 (CH) 对 每 个 n, 存 在 正则 可 分 第 一 可 数 空间 X. 
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使 得 

(1) X* 是 全 正规 的 ; 

(2) 让! 是 正规 ,但 不 是 遗传 正规 的 ， 

Starbind 在 Rudin[ 1975] 中 提出 是 否 有 两 个 非 Dowker 空间 ,其 乘积 
空间 却 是 Dowker 空间 ? Wage[ 1978] 给 出 了 一 个 管 案 . 

1.12.36 定理 (CH) 存在 非 Dowker 空间 X, Y,f818 X x Y 是 一 
个 Dowker 空间 ， 

但 在 他 的 文章 中 并 没有 给 出 论证 . 这 个 结论 直到 1990 年 才 由 
Beslagic 正式 发 表 证 明 . 

Nogural 1979] 证 明了 下 面 定理 . 

1.12.37 定理 (CH) 存在 正则 Freche 空间 X, Y, Bf. X x Yo 
能 作为 一 个 序列 空间 的 子 空间 能 人 有 1 二) = w 的 可 数 紧 正则 空间 . 

另外 ,Nogura[1985] 证 明了 下 面 定理 ， 

1.12.38 定理 {CH) 存在 强 Frechet 空间 X, Y fü X x 了 的 一 个 子 
空间 Wit W Eo RI BEER Lasnev 空间 ， 

根据 Sneider 和 Chaber 的 著名 结果 , 当 X TEC T, 或 可 数 紧 正则 空 
间 时 ,只 要 x AG MHA X RETER. DLE, Tae, E X 
RUR T, RRR EWS YX X ERAN, X BE 
可 度量 ? (HERES IE NL LE RE A —— EL, M Alexandroff XX 
稍 空 间 则 是 紧 的 不 可 上 度量 空间 而 它 的 平方 是 正规 空间 的 例子 ). 

Nyikos[ 1977] 证 明了 下 面 定 理 . 

1.12.39 定理 (MA «4 CH) FER n TIRES X, ERF 
方 是 遗传 正规 的 - 

Gruenhage 和 Nyikos[ 1991] 用 CH 也 得 出 了 相同 的 结果 . 

1.12.40 ”定理 (CH】 FER T, 不 可 度量 的 空间 了 ,使 X? 是 得 传 
正规 的 . 

在 §11 中 应 用 CH 我 们 给 出 了 一 个 紧 .CCC 空间 X, X? 不 是 
CCC 的 . Galvin[ 1981] 应 用 CH 作出 了 两 个 第 一 可 数 CCC 空间 ,其 乘积 
不 是 COC AY. 

现在 介绍 一 个 由 正则 第 一 可 数 空间 产生 Moore 空间 的 机 器 如 下 : 
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BA B—-TEWA OMS WR x€xBoE— E 
U, Go c U(X) Bu BUS EAE. Vm»0, A, = Cni 9,01, my): 
m zl WViüleism,n WFE. i A= UA, S a m (niin, )€ 
Avid 5, 为 下 的 唯一 拷贝 ,使 所 有 这 些 拷贝 全 不 相交 ,并 且 对 x € X.JH 
(so 和) 表示 S, 中 与 x MIE. M(X)= U18,:a€ Al. 
文采 (站 ) 中 的 一 个 展开 如 下 ; 

对 任意 jEN,a = (ns am) EA Mp = (pus 0€ SS 

gip) = ipi Ui (Xn a hao ke at X ERE X,cC N, 

At lxizxe.kmjjHxC Hai. 
于 是 B= i gp) spe MCA) JENI 是 ME) 的 一 个 基 , 记 
6,7 lg p):pC M(X),jenl, 
ATL G,:n EN E MOOBI HROT. 

可 以 证 明 , M (X) Moore 空间 , 当 且 仅 当 x AA PRES 
时 , 肝 ( 3 也 具有 相应 的 性 质 :(1) 可 分 ; (2) 局 部 可 分 ; (3) CCC; (4) 
DCCC. (van Douwen, Reed[ 1991 ]) 

利用 上 述 机 器 并 输入 Galvin 的 空间 ,就 可 得 到 下 面 定理 . 

1.12.41 定理 (CH) 存在 CCC Moore 空间 ,其 薪 积 不 是 CCC 的 . 

A. Blumberg 问题 

BE X Eea. EELT X RÉFI, 1E 63 /都 存 
Te X HE) — PRS SD f po 是 子 空间 D 上 的 连续 函数 , 则 大 就 称 
为 具有 Blumberg HEM. 

1922 年 Blumberg 首次 证 明 可 分 完备 度量 空间 有 此 性 质 . 1960 年 
Bradford 和 Gaffman 证 明度 重 空间 有 Blumberg 性 质 的 充 要 条 件 是 区 有 
Baire 性 质 ,已 知 有 Blumberg 性 质 的 拓扑 空间 一 定 是 Baire 空间 .但 反之 
不 真 .由 于 紧 T, 空间 是 一 种 性 质 很 强 的 Baire 空间 ,自然 会 问 : 紧 T. 空 
间 是 否 一 定 有 Blumberg 性 质 ? 这 就 是 Blumberg 问题 . 

1.12.42 定理 (2” 21a) 一 个 了 集 的 Dedekind 完备 化 Q 是 一 个 
没有 Blumberg PEMAI IE LOTS. (Levy[ 1974]) 

TOR,» 集 指 的 是 一 个 全 序 集 0, 具 有 如 下 性 质 : YA BE 
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[Q]",35 A « B WFE x € 0, 使 得 4< 1x} < 8. 这 样 的 集 是 肯定 存在 
的 .可 参看 Gillman, Jerison[ 1960] 的 13.8. 

1.12.43 定理 (CH) 4% X BAM RW PAM X A Blumberg 
性 质 . (White[ 1974]) 

1.12.44 定理 (CH) R 的 密度 拓扑 空间 是 没有 Blumberg 性 质 的 
Baire 空间 ， 

记 St(.8/9) (0, 11 RMA L AY SUSE (mod. 零 测 度 集 ) 所 对 应 的 
Stone 空间 , Weiss[ 1977]} 证 明了 下 面 定理 . 

1.12.45 定理 (CH)  &(. 久 8) 是 一 个 没有 Blumberg 性 质 的 极 不 
连通 紧 m 空间 . 

Weiss 还 指出 存在 一 个 全 序 集 上 ,满足 奶 下 条 件 ;(1) 不 包含 与 
wz 和 反 序 的 ma 序 同 构 的 子 集 . (2) 对 任意 单调 上 升 的 4 = ja,:nEN| 
和 单调 下 降 的 Bb, n E NI WE A< BRE sy EL EA 
Ixt<fyl <fz} < B.G) L=UlG:c€ wil, 其 中 CG 是 nwd, Cc 
Cos tA C ue LOSET3GRA SR. L, Weiss 1977 WEHT : 

1.12.46 定理 (CH) (L, « ) 的 Dedekind 完备 化 上 是 一 个 没有 
Blumberg EHRE T; LOTS. 

综合 上 述 结论 , 便 可 以 得 出 

1.12.47 定理 (ZFC)】 (Eoi ATR 空间 , 它 没有 
Blumberg 性 质 . 

此 外 ,他 还 指出 : CH> w" 有 Blumberg 性 质 . MA +7 CH a" 有 
Blumberg 性 质 ,得 w 没有 Blumberg 性 质 与 ” CH 是 相 容 的 ， 

七 、 其 他 

有 关 CH 在 其 他 一 些 问题 上 的 应 用 ,可 以 参看 下 列 文献 : 

Deviln , Shelah[ 1979] (Con(GCH + 习 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 ) ); 

Tayjor[ 1981]( 正 规 性 对 分 离 性 ); 

Roitman[ 1978] , [1980a] , [19805] , [1994](S-L 问题 ); 

Rosen[ 1982] , Fleissner{ 1978a] (CH 一 可 分 、 可 数 仿 紧 Moore 空间 可 
FE); 

Hajanl, Juhasz[ 1982] ( Pixley-Roy 空间 CCC 性 质 ); 

Ti 


Kunen[ 198110 L 5 (Hl); 

Berner Andrew | 1979], [ 1981], Broverman, Weise [ 1981 ] ( Parovicenko 
空间 ); 

van Mill, Seott[ 1983] (w * ); 

Malyhin[ 1994] CX. Narrow 空间 ); 

Juhasz, Soukup, Szentmiklosy[ 1994]( 基 数 函 数 ); 

Beaudoin Robert[ 1994]( 关 于 连续 统 ); 

Gruenhage[ 1994]( 关 于 非 退 化 连通 子 集 是 余 有 限 集 的 空间 ); 

Dow, Hart[ 1995] (BX — X); 

Wingers[ 1994] (483688) , 

BETRIEB [ 1995 (RRE [TS k tE). 
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第 二 章 Martin 公理 及 其 应 用 


引 


下 面 两 个 命题 都 是 熟知 的 事实 . 

命题 1 每 个 局 部 紧 T, 空间 都 是 Baire 空间 , 即 对 于 任意 可 数 多 
个 开 稠 密集 | G,:n < wl ERENG 示 空 (实际 上 还 是 个 稠密 集 )， 

命题 2 车 | 已 :amEa 是 及 中 测度 为 零 的 Lebesgue 可 测 集 序 列 ， 
NE= UE, 还 是 一 个 零 测 度 集 . 

车 承认 CH, 则 上 述 命 题 可 以 改 述 为 ; 

(1) KX ERRET 空间 ,| :ae 41 是 开 稠 密集 族 . 若 141 < ec， 
WBilic,:acAl xo. 

(2) WiE:aC ARR PREMERA. AlAl<c, RI E= 
U1E aC A| 仍 是 Lebesgue 可 测 的 ,并 且 mCE) =0. 

由 于 P. Cohen BÆ- CH 与 ZFC 是 相 容 的 ,因此 ,自然 会 问 , 上 
述 命题 (1) 和 命题 {2) 是 否 能 够 在 一 般 的 情况 下 成 立 呢 ? 

有 反例 说 明 命 题 (1) 一 般 是 不 成 立 的 . 

ftn. id ur 是 LOTS[0, w1], X = Cor )* 并 赋 以 乘积 拓扑 .天 是 紧 
T; 空间 .对 每 个 a<? 

M,-ix€ XiSuplix(n):x(n) oui, nol zal, 
M, = ix€ X:sln}=w]. 

BRA X= UiM ecm}. 

3$ a «i OM, ERR HAE yE M, , 则 存在 ma 使 y(m) » a. V 
= 1x:x(n)E Ce,w]!l 是 yy 的 一 个 邻 域 ,V 人 人 WM =O. TS, M, 还 
是 无 处 稠密 的 , 即 Int M, - 2. ERE A x € M, UI x 的 任 一 基本 邻 域 
都 包含 有 y ,使 得 对 于 某 个 n 有 y(n) > a. M ETAR, MUE 
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Out 


enwd. 4 G, = X — M, Jl G, ENAERE, Nl Gracey} EO. o 

至 于 命题 2) 是 否 还 成 立 , 则 尚 不 清楚 ,等 待 我 们 回答 . 

实践 使 人 们 感觉 到 ,单纯 地 和 否定 CH, XE EIE VES IRL ER REOR E 
多 大 用 场 .要 真正 解决 问题 ,还 需要 一 些 表 定 的 东西 .Martin Zt FR nf 
以 看 成 是 CH 的 一 种 弱化 了 的 形式 ( 另 一 种 弱化 形式 一 一 和 虹 连 续 统 假 
设 见 第 三 章 ) BARU 2° > mi 的 前 提 下 ,CH RR. 

I 3 +, Martin 公理 是 Martin 和 Solovay 在 1970 年 的 一 篇 文章 
中 提出 来 的 ,其 原始 背景 倒 并 不 是 试图 回答 拓扑 学 方面 的 问题 .然而 后 
来 的 发 展 表 明 , 这 个 公理 却 如 CH 一 样 在 拓扑 学 中 获得 了 广泛 的 应 用 ， 
成 为 拓扑 学 方面 应 用 得 最 富 成 果 的 集 论 假设 之 一 . 


§1 Martin 公理 的 形式 及 一 些 简 单 推论 


Martin 公理 可 以 有 多 种 等 价 的 氢 述 形式 ,如 Boole 代数 形式 . 半 序 
形式 、 拓 扑 形式 等 ,其 中 最 便于 应 用 的 是 半 序 形式 .为 了 以 这 种 形式 叙 
述 Martin 公理 ,我 们 先 给 出 一 些 必要 的 定义 . 

2.1.1 HEM 〈P,<) 称 为 一 个 半 序 集 ( 简 记 为 PO 或 Poset) ,如 果 
<CPx PH—P ER, BHAE: (1) vpC€ P.p<p:(2) Vp, 9C P, 
(pag) A(gup)9pz (3) Ve.g.r€P.(paq) Alqar)>per. 

DCP 称 为 稠密 的 ,如 果 下 列 命题 成 立 :¥ xEP, dC D dex. 

GCP 称 为 一 个 flter( 滤 子 ), 如 果 6 满足 下 列 两 个 条 件 :(1) pag 
€ 623r€ G, (rep) A(rsag);(2) pE CGAY q.qmpoqC6. 

po ge PRAHA A (Compatible) , MRF rE P, rep) AC 
<q) EWEA AHR FHC pl. 

Cc PRA ME, MR V p,gq€ C,(psq) V(qup). 


AcPRARS, SIUE V p,q€ A.A p. lg. Li 
2.1.2 定义 (P,« Mio CCC PO{ 满 足 可 数 链条 件 的 半 序 集 )， 
如 果 P 的 每 个 反 链 4 都 是 可 数 集 . 


dt 多 是 严 中 稠密 集 组 成 的 一 个 集 族 , G 是 一 个 filter, Ry DE 
GND «2S af 6 是 多 的 一 个 generic filter. L1 
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有 了 这 些 淮 备 ,我 们 就 可 以 叙述 Martin 公理 的 半 序 形式 了 . 

设 是 满足 w <n < 22 的 一 个 无 限 基数 ， 

MA x 是 指 如 下 的 命题 : 

HIP, <<) 是 一 个 CCC PO, Z EIEEE. AID = e WE 
& generic filter. 

MA 是 指 ; V e « e <2”,MA x 成立. 
上 述 命题 统称 Martin 公理 (MA 是 Martin' s Axiom 的 缩写 ) . 

在 这 里 ,我 们 说 明 一 下 为 什么 要 作出 有 关 势 的 限制 和 提出 CCC 的 
要 求 . 

(1) 当 *<ow 时 ,上 述 命题 即使 不 要 CCC, 也 是 ZFC 中 的 一 个 定 
理 , 因 此 拓 适 作为 一 条 公理 提出 ,证 明 如 下 : 设 = i Den eal EPH 
筒 密集 序列 .由 Do OLTRE dE Dy. D, WHA d, € D, f. dic 
do. 于 是 可 以 选 出 下 降序 列 do, dj,…,d,,…, 其 中 dEDi. 令 6G=!p: 
317 使 dp|. 则 如 就 是 一 个 & generic filter. 

(2) 当 w=2” 时 ,从 ZFC 中 可 以 找 出 使 MA 2° 不 成 立 的 反例 . 设 
P=(fcwx2:f BBA, ifi «ul. 
(今后 我 们 记 这 个 集 为 Fn(w,2), WE fe g SAMA g C f MRA Ff 
是 g 的 一 个 扩张 .对 任意 hE*2= |hCw x 2: h 是 函数 ,dom 天 = wl. 
Ey, = (fE P: 3n€ dom f, E f(n) e h(n)l, 

D, = |f€ P:n€ dom fl, 

WES RITE ÍT HAE Pl PHARE. 由 于 1*21 = 27 eM HEIC 
2° 个 .假如 MA 2" 成 立 , 则 存在 一 个 generic filter G.$ f= UG. 

(QD fcux2—-TBR. Ene € mE Cnaez € m € c. P 
A CE filter, TEE p € 6,08 gr gg Hl g1 C8,g82CB8. 于 是 Cn， 
51) Un e € g. TH gEP 是 一 个 函数 ,所 以 st = s2;f(n) 是 单 值 的 . 

D 因为 站 my GOD, 2, Erk dom f= w,fE%2. 

© CNEAD. BR gE GP E MWEE n, fS fn) e g(n) HH gcs 
Sgin) = f( n) FA UA MA 2 不 能 成 立 ， 

(3) 著 取 消 对 P 的 CCC 条 件 , 则 在 ZFC 中 存在 反例 . 取 
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P=tpcwxa:p HMM, lpi «o! 
= Fnlw,o9,). 

规定 paga MBM acp. MET acm D, = |p P:a€ mn pl. 
容易 验证 D, 是 稠密 集 , 令 多 = | Da <w,} .假设 存在 Z genere filter 
G.$ f= UG, ili] fee, BUT V a. GND  O PLUIE ma f£» ei. iX E 
然 是 不 可 能 的 ,因为 lran f! s dom fl. 

HE: Ya, 记 ps =!/(,a)}, BE Am {po:a<wl 是 P 的 一 个 反 链 ,所 
DLP, =) F CCC PO. 口 

由 定义 看 出 , 若 MA x 成 立 而 4 «e, DUE MA A ERT. MP 
度 看 ,显然 有 ZFC + CH-*ZFC + MA. 因 为 已 证 明 Con( ZFC + CH) ,所 以 
也 就 有 Con(ZFC + MA), BB. MA 与 ZFC 是 相 容 的 . 另 一 方面 ,即使 已 知 
4 CH 与 ZFC 相 容 , 也 不 能 直接 得 出 MA +a CH 相 容 的 结论 . MA 与 
4 CH 相 容 的 结论 是 1971 年 Solovay 与 Tennenbaum 通过 选 代 forcing 的 方 
法 证 明 的 .有 关 MA 的 进一步 介绍 可 以 参看 Kunen[ 1980] 第 8 章 , 周 浩 
旋 [1979aj 和 Weiss[ 1984]. 

下 面 我 们 介绍 Martin 公理 的 几 种 等 价 说 法 ,为 此 先 介绍 儿 个 拓扑 

2.1.8. 定义 (1) 拓扑 空间 (和 ,r) 称 为 x-Baire AY, JR. X PLE 
何 一 族 势 < x 的 开 稠密 集 | CacE Al E116 :a€ Al x 2. 

w - Haire 性 就 是 通常 的 Baire TE , c- Baire 性 也 称 为 强 Baire TE. 

(2) 五 的 一 个 滤 子 基 .多 称 为 正则 的 ,如 果 

VFL PEF. FEF, FCOR MAY. 

正则 空间 (了 ,rz) 称 为 x-x SEI X RE Be € A. 
FAL « x, PSHE- -EMETTE Z CULE: € AT PA oe 
AB FA 42 DNF us D -r 完备 简称 为 x 完备 . 口 

显然 任 一 局 部 紧 T 空间 是 x 完 兰 的 ,这 只 需 取 A00, 8,2 1G 
Er:C 是 紧 集 | 即 可 看 出 . 

2.1.4 定理 ”对 于 满足 w<x<22 He, PRPS: 

(1) MA x. 
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(2) CP, 二 ) 是 一 个 扫 = « 的 CCC PO, Z- | D,:a < el 是 稠密 集 
族 , 则 存在 & generic filter G. 

(3) (B, <) 是 一 个 CCC 完备 Boole 代数 ,多 = | Dera < «| RG 
集 族 , 则 存在 & generic filter G. 

(4) 任何 一 个 紧 T, COC 空间 是 x ^ -Baire 的 . 

(5) 任何 一 个 局 部 紧 T, CCC 空间 是 《+ -Baire 的 . 

(6) 任何 一 个 正则 CCC, et -x 完备 空间 是 t -Baire HJ. 

证 明 ATH (1) (6) (5) (4) 9 (3) 9 (2) S CO BR ER ERE 
以 证 明 . 注 意 (6 一 (3) 一 (4) 是 显然 的 . 

(02 (6:4 EC r) E— T i E CCC 的 正则 t-r 完备 空间 ， 
la <el EAR c = US io B BRER EX RBS 
B, SHI By Cc By, WB, <<) 是 一 个 PO. 易 见 B | B5 当 且 仅 当 B, 
但 B= 名 ,所 以 (为 < 4B CCC PO. 

TEA, sa x e| dE X PRE cnwd 集 .对 任何 (a 8) € e xe, > Dig = 
|B: BC, Bl Aa = 名 |. 对 每 个 BC 8, B - Ag 是 不 空 的 开 集 ,由 大 
的 正则 性 及 .及 是 x 基 可 知 ,存在 B, Eg, tE B, CBR- Ap. FE BC 
Da 并且 中 二 中. 所 以 五 "是 稠密 的 . 由 命 古 (1) RF 6 使 得 对 任 
Hap, CN D e D. Mig A c BPE A Be EN 
Dig. | Bagia, B««| C G JESUS x 的 集 ,根据 Lowenheim-Skolem-Tarski 定 
理 ( 请 参看 本 定理 后 面 的 注 ) ,存在 一 个 势 为 x MEESTER o 使 
| Ba:a.Bekl c c6. AX Het -x CRE NF HO PBN 
FM Baia Peel oX- Utsg cut, FU Agi Bel e X. ATX 
Ær’ -Baire HB. 

(4)2(3) EE, <) 是 一 个 CCC 完备 Boole 代数 ,其 对 应 的 Stone 
空间 38(B) 有 形 如 1a* :a& Bi} 的 基 , 不 难 验证 a, b 相 容 的 充 要 条 件 是 
a Nia, M alb HHN a* Nb =B SLB) 是 一 个 0 维 紧 二 
空间 , 设 多 = | Dra < x] 是 (B, < ) 的 一 族 稠密 集 . 记 DI = Ulr' sr € 
DAW Z iD :ao<xl 是 5( 如 ) 的 一族 开 稠 密集 .由 (4), 存 在 pe 
NE , p 是 B 的 一 个 aft, HENGA a FE r, € D, B pe r1. r.c 
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p. AREA pO D, ue D. EET 就 是 一 个 & generic filter. 

(3) (2) (B, < ) 是 一 个 CCC PO. 对 每 个 pC PP, 定义 N(p) = 
gE P:gepi. LANCIO: p€ Pi 作为 基 可 以 生成 P 的 一 个 拓扑 r( 一 般 
来 说 ,r 是 To 但 不 是 T 的 ). 记 R 为 由 CP,7) 中 的 正则 开 集 构成 的 完备 
Boole 代数 ,注意 p. 9 在 P 中 相 容 当 且 仅 当 NCp) 门 N(g) 关 全 .因此 (P， 
r) 是 CCC 空间 .再 者 ,对 于 A, BER, ALB 当 且 仅 当 A 门 B= 儿 .这 说 
ACR, = JE Æ CCC Boole 代数 .映射 pg(p) = Int CILCNCp)) EPAR) 
—"TRFEERRT HA p. Lam g(p).L eC). 

假设 DcCPR ABESSE DUDE AER- [01 ,存在 pe F, 
使 Nip) c A. MABE, TETE r€ D. WE rp. TÉ N(r)cN(p)， 
e(r)«e(p) s Int Cl NCp) C Int Cl A =A RH p D) E RBUISE 
5. 

现在 设 | P| = <,1Die<xl 是 稠密 集 族 , 对 任意 的 pq PLEX 

Dg =irEP:[(rsp)A(Krs9)]V(r Lp) (r La). 

Dw 是 P 的 稠密 集 ,这 是 因为 对 每 个 E PH Fo Ee D,, , J d rolp 不 
成 立 ,存在 CP, nspnhsrn ne Dw , 则 存在 n€ P. ne 
ry Tag. BA nep nag 同时 成 立 . 依 定义 nE D, ris ro. 

id B= | D,:a <a] U IDy: p: gE Pi, lia =u. W 82 = 
IgC D: DEF) MW | pA | eu. HL C3), RE — S p CE) - generic filter 
G.E H2 97 ( C). 显然 对 所 有 a, HD, D. RP RPE H Ph 
一 个 滤 子 . 设 p,gEH, 取 rEH 门 Dy. 因 为 c 是 R 的 一 个 滤 子 ,H = 
e lC 6) 的 元 是 两 两 相 容 的 ,所 以 J (rp) 与 4 GL Rete. r 
€ D, EUR rep rag ARE. TE H EPH MET. 

(2)2 (0) HECP, « ) 是 一 个 CCC P0, 多 是 一 个 稠密 集 族 , |2] = 
«MET DED 3E V. fo: P PU fol p) € D,JFH fo(p) p. CX 
RE fp MER || rE D:rapl:pE PIN PER BM.) REM 
Px P 到 P 的 一 个 函数 g, EEE p,g 相 容 , 则 gtp, gg) 同时 <p,g. 再 
次 应 用 Liwenheim-Skolem-Tarski 定理 ,存在 势 为 x 的 子 集 Qc P. diris 
OH: DE 多 1U 1gl 是 封闭 的 . (Oo, ARIETE CCC PD. 根据 函数 
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fp 的 定义 及 On fs 的 封闭 性 ,可 知 OND Q 中 的 稠密 集 .另外 ,车 
q,9:€ Q, pn 在 P 中 是 相 容 的 , 则 gigo ARMA g(g1, ga7 
€ Q.g(qi a2) « qi da. PLE qi, gq 在 Q 中 也 是 相 容 的 .应 用 命题 (2) 
TOL, «2,88 rd cc ,使 得 对 任何 De sg, en con Ds 
2.4 HdédnccPHURMP'PSEET BI H- ipe P:3aC€ Co qul, 
则 对 任何 DEZA DD 门 Hz 名 .于 是 命题 (1) 成 立 . 口 

注 : 设 A 是 椒 空 集 ,所 谓 A 上 的 一 个 nn 元 函数 指 的 是 一 个 4 到 4 
的 函数 ( 当 n=0 时 , 指 的 就 是 4 中 某 个 元 素 ). 称 BC4 关于 n 元 函数 
了 是 封闭 的 ,如 果 AF")CB( 当 n=0 时 指 EB) WE .> 是 一 族 有 限 
ARR, BCACCARABE ST THAME CHEB, HACE 
对 所 有 (CPA RBI. 

Liwenheim-Skolem-Tarski 定理 的 一 般 形式 及 证 明 如 下 ， 

SH {r ERER, BCA, Bige, AA FEA L-BAR 
FORE 171 <x DUE Bt PHT HAREMA ce. 

证 明 DCA JEZ WME EO CR, fe D- fi OR 
En 元 函数 ,n>0. 记 ff#* D= f(D), ERI AD) «ID Br 
[Dice WA lf DI xx WER Co= BLO, = CUI * Dif€ 
3| WHEN n| C. | ce. C= Ul C n «ol ICI cn EBC 
在 .之 下 是 封闭 的 ,BCC, 所 以 CC 为 所 求 . 口 

上 述 IST 定理 在 模型 论 里 的 表现 形式 是 模型 论 中 两 个 基础 性 定理 
中 的 一 个 ( 舅 一 个 是 紧 致 性 定理 ) .在 定理 2.1.4 B9 (1) 9 (6) EUER IB, 
.Z 仅 仅 包 会 一 个 二 元 函数 g.dom ez Gx G,g RlirE Gir p)AGr 
eg)l:(p,. pE Gx Gil 的 某 个 选择 函数 .在 (2) 之 (1 的 证 明 中 ,. 羔 由 8 
和 所 有 的 p DC DAR. 

下 面 基 定理 2.1.4 的 一 个 有 趣 的 拓扑 学 推论 . 

2.1.5 定理 (MA w) 局 部 紧 T, iF Lindelof 空间 必定 是 可 分 
的 (从 而 是 遗传 可 分 的 ) .换言之 ,MA ui: 二 不 存在 局 部 紧 的 上 空间 ， 

证 明 xE TARE T 的 遗传 Lindelif 空间 .首先 指出 这 是 
一 个 全 正规 的 局 部 紧 空 间 , 从 而 它 是 第 一 可 数 的 .假若 x 不 是 可 分 的 ， 
则 存在 一 个 o, 序列 | x。: a < wii CX EME on, Eleg 
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ab. Yala: f<al,Yefasa<ce | XHATSRY HER 
ABR ift Lindelof 第 一 可 数 空 间 . jx: < wi! EY SR, Y 
zUÍ Eau. id U, = Inty, HU a < wi} 是 单调 上 升 的 开 集 序列 . 
由 了 的 Lindelof tE, FE a WES Eja tt U= U,. TE Ye- UL - Y, 
- 路 是 闭 的 无 处 稠密 集 . 由 TY- U, =U] Y- U: 62a} fb Y — U, 
是 wi 个 cnwd 集 之 并 .注意 了 -~ U, 是 局 部 紧 罗 ;GCC( 由 遗传 Linqelaf 性 
得 出 ) 空 间 .这 就 与 定理 2.1.4 的 (5) 了 矛盾, 所 以 蕊 是 可 分 的 . 口 

2.1.6 定义 设 ( 了 ,<) 是 一 个 PO， 

(1) Qc PERDE: BU (centred) ,或 称 Q 有 印 , 如 果 对 任意 有 限 个 
qi 7s 44€ OFF pe PRE pg, MINA i= 1, o n 成 立 .@ 称 为 
~ 定 心 的 ,如 果 Q = UQ, ,其 中 每 个 Q, 是 定 心 的 . 

(2) Q CP 称 为 交 联 的 (linked) ,如 果 对 任意 gj, €E 0, 存在 pe 
PE peqiupadqi E qi, q 是 相 容 的 . 

(3) PRAH precalibre wi ,如果 P 的 任意 不 可 数 子 集 0 都 包含 有 
一 个 不 可 数 定 心 子 集 . 

(4) P 称 为 有 性 质 K, 如果 P 的 性 意 不 可 数 子 集 0 都 包含 有 一 个 不 
可 数 交 联 子 集 . 口 

显然 , 定 心 子 集 一 定 是 交 联 的 , P 有 Precalibre wi 时 也 必 有 性 质 K, 
PP 有 性质 时 也 必定 是 COC 的 . 

PA Precalibre wl AIEEE PAIE H. YE 天 有 时 也 称 Knaster 条 
ff. 

2.1.7 EM BP, s), (0, «ORT PO, CIBIEBUEIFCP 
x Q, x DEXCN 

(Pg «ipm q2einspA^0nsq». LJ 

2.1.8 定义 ”拓扑 空间 (X,r) 称 为 有 Precalibre w, MUERTE fRI— 
个 不 可 数 开 集 族 zo ETI] Ua CALC, EA fip, LAT» v. O 

2.1.9 ”定理 {MA o) 任何 CCC 空间 X ABA Precalibre w. 

证 明 APE i Bal sa cw} a wi; 记 = 
UtUg:8> al. UW Visa < wi| 是 单调 下 降 开 集 序列 , | Ve- Vings 
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wi! 是 互 不 相交 的 开 集 .由 CCC, 存 在 a < wl, 使 得 所 有 Ba, Va - Via 
-O,B] vec Vg, MM Ve = Va, i, T Va = Ve. 
P=|p€r-iSl:pch,t. 
规定 p«qepcq. Hi XM CCC TE, CP, «JE CCC PO. 对 每 个 B> a, 
4 
D= pE P: J y> B, fl pc U,l. 

B a€ P.aCV,CVg SU Ue E» Bt)” NE y > B. dl g NU, 
+5. pag UW pag 并且 pE DML D, BARR. 多 = 
1Dg: B » a1, G 是 Z generic fiter. SHER 8» a, CN Dj D. TERE 
pee G, fe PE Dg, MFE y= MR Pac Uy ay. 于 是 可 以 归纳 地 作 
H ACen lAl =a, 7.86 A Y e 0 U, 2 Us. AW GEE 
子 , 它 是 定 心 的 ,所 以 1 号 :YE AVE Bp. 口 

利用 这 个 拓扑 学 结论 ,可 以 证 明 关于 半 序 形式 的 类 似 定理 . 

2.1.10 定理 (MA w) 任何 一 个 CCC POC P, < ) #84 precalibre 
wy). 

证 明 #EE2114 HE (3) = (25305 — tE ad 
(P,+) ,这 是 一 个 CCC Bi psa < el CP, 应 用 定理 2.1.9 于 开 
BIN pia al ,可 得 出 AC o l, EN a EA E fip. F 
是 | psaE4i 就 是 定 心 的 . 口 

2.1.11 3B 设 (了 ,<),(@, 三 ) 是 两 个 CCC PO. 

(1) 车 P,Q 有 precalibre wj, 则 (Px Q, s fj precalibre o4. 

(2) P.O AEK, MCP x Q, <) ATER K. 

(3) BPAPER K, Q 为 CCC, 则 (Px O, s) CCC. 

证 明 我 们 只 证 明 性 质 (3). 设 tp, qu 2:2 € AL, TAL w, PEE 
SAK WFE BELAJ ,使 ips:a€ 8} 是 交 联 的 ,9 是 CCC, 故 存在 a, 
BEBE LEER"! 相 容 .于 是 (ps, go) < pg qa? 是 相 容 的 . 这 就 证 明了 P x 


如 是 CCC. 口 
2.1.12 定理 (MA m) 任意 两 个 CCC PO IE THE CCC PO. 
证 明 由 2.1.10,2.1.11 及 2.1.5 后 面 的 说 明 直 接 得 出 . 口 
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2.1.13. 定理 (MA o) 任意 两 个 CCC SHARPE CCC 空间 
( Kunen) . 

证 明 (X, 02, CY, o) E CCC SA. U, VE ri ot Ve 
VSAMMUCV. Mir, «D. Co, « Mh CCC PO. 由 2.1.12(r xo, 
x Æ CCC PO. AW c x a RT SEBUEIBIX x Y S—T 3E, EA X x Y 
是 CCC 空间 . LI 

在 第 一 章 我 们 曾 证 明 CH RB CCC Sal CCC 
的 ,这 样 我 们 就 知道 了 ,两 个 CCC 空间 的 乘积 还 是 CCC 空间 "这 个 命 
题 是 独立 于 2FC 系统 的 . 

定理 2.1. 雪 的 结论 还 可 以 进一步 地 加 强 为 如 下 的 定理 . 

2.1.14 定理 (MA x】 每 个 执 为 的 CCC POCP, < ) 都 是 王 定 心 
f. 

证 明 iQ = ifs f ARX dom /-10,1,-, n - 11, Kf EN. 
同时 YE dom f, fe PB T REGTE. EDE fg EET 
dom g C dom f, }}H V i€ dom gg CFA). 

(D (Q, «)3à—- CCC PO. 

Yhiia«anlcQ.XF8ET a Mi€ dom f, f, COJER Bo , i 
存在 一 个 下 界 p, € P. HO dom f. /€ @8} 是 可 数 集 , 于 是 存在 "EN 和 
不 可 数 集 Doc wi, 使 得 对 所 有 a C Do dom f, 2 10,1,…,n 一 1|. 由 定 
理 2.1.10, 存 在 ELTo]” Bop, :a 是 交 联 的 . 依 此 类 推 ,可 得 
8l P, C [D, a ]^ fly, sa € D, BIR. BERET a BET, 
BTin:a€ Pl (i « mn) 都 是 交 联 的 ,存在 gE P E qi RE f COS 
ACOA FF. BORDER LG) U fa GORERE EX gG) = AG) 
Ufl i< n. gu fog mfg BI f, 53 fa BAM. 

(2) He pc P, UE 

D,s|f€ Q:3i€don f, fi pe G). 
对 任意 hEQ, 记 n=jdom hl 41.4 fF- hUi(n pl, W FE D, T f 
sh. STE D, 是 稠密 集 . 
(3) ld B=} D: pE Pl. | P| =r Æ MA x, FETE S: generic filter 
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GcQ. XS icu. EX 

g(i) = ip€ P:3/€ G, fe i€ dom f, pC fli)}. 
BE pis pa ali) RE GC C RE p, € f COMIBIE, HF 6 是 一 个 
BTF EA FE GC. fe AH 5. FEAD UG cA. 
站 是 定 心 的 ,这 时 FCOB) FRE ip, 的 一 个 下 界 .这 就 证 
明了 g EECH. 

(4) 对 任意 pEP 了 ,由 CND «2 EE LEDANG. TETE i€ 
dom f, f pE £,CO. fg X, pEgli) XGRUEBHT P= Ul glidsi< 
wt. MPE ELR, 口 

由 上 述 定理 可 以 推出 一 个 拓扑 学 命题 . 

2.1.15 定理 (MA «) Ut X JÉ— 4 JR T, CCC 2x [8] (X) 
=x, Ji X ASP. (Juhasz) 

WEBB 因为 局 部 紧 T, 空间 的 可 分 性 等 价 于 它 的 任何 一 个 紧 化 的 
可 分 性 ,所 以 不 妨 就 紧 T 情况 米 论 证, 依 假设 ,可 以 取 一 个 势 为 的 
基 P ,使 得 对 任 一 开 集 GeO FE pC Pt pce. ME pag 当 且 仅 
当 pCg. 这 时 pL 上 g SttFpl¢=2. AEP, <)—+> CCC PO. Hi 
定理 2.1.14,P= U P, CP P, 是 定 心 的 .于 是 门 jp:pE P) 
局. 任 取 其 中 一 个 点 x, E Do irine 多 | 就 是 邯 的 一 个 可 数 徇 密集 . 

口 

下 面 是 由 Wage 作出 的 一 个 应 用 Martin 公理 的 较为 复杂 的 便 子 ， 

2.1.16 定理 (MA «3 CH) 设 p 和 tr 是 X 上 的 两 个 拓扑 , 浦 足下 
IR: ocr, (2) (X o) T, HHA w(X,p) =w,(3) 存在 = 的 
闭 邻 域 基 多 ,使 得 每 个 VE ex, V 都 是 (X,p} 中 的 紧 集 ,这 时 对 任何 H, 
KE[X)*°,4 HOCLK=KMCW= 9,0) H,K Rz 分 离 的 . 

EB 取 (X,p) 的 一 个 可 数 基 OAD , 罗 对 有 限 并 运算 是 封闭 
的 . 设 

P-|QU,V)€ & xB UN(CLKU V) = VN COL gU uU) a G5]. 
WEU, V? «CO, V2, SAR U,CU.V cV. SEHE 
(Ui, Vi) (U, 4,408 WCU, U UNCU VJ =S.4B ACU, 
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VCP MW U(1V- €. HT U, VÆ op PH ERR AE BEJ, 
使 UcBCX-V. 对 每 个 BEB it 
Pp={(U,V):UCBCX-V¥i, 
则 Ps 是 定 心 的 ,P= UI P4: BCA. TEP, <) Bo EON AME 
CCG PO. XHE— xE HUK, EA 
D,2i(U,V)ix€InUUIntV!. 
对 任意 给 定 的 (Uo, Vo € P, R EHR x € Ww. 于 是 存在 UEH, 
B x€ In,U,, UN (YUCK) = 9.3 U= UU V= u,v) 
€ D,,(U, V? (Uo, Vo). 当 xEK WH 可 以 类 似 论 证 ,这 说 明了 D, 是 
(P,e PHARE. H| HU KI < 2°, 在 在 generic filter C, 对 所 有 x © 
HUK,GD D, O LES 
Ug= Ulin: 3 VEU, Y) € Cl, 
Ve= Uil F: 3U CU, VEG}. 

di xc ALU GA D, «Stew x € Us. 因此 Ac Us. BBA KC Vy. 
下 面 证 明 VN Ve = €. ik UE € fif Im Uo Ug, MEE Vo ff ( Us, 
VW € G. X VE & f Im, V, c Ve, MEE 使 (可 ,VE G. FER 
TE(U, V) € G ECU, V) (Us, Vo ACU, Vo s (UL). RRA Us 
cU, vcr, AM ug Vu =2. dr Us, V, BEAR, BAA Ur Vx = 
" 

2.1.47. 推论 (MA+- CH) XX, c) — d RII 了 ;分 离开 覆 
盖 多 又 设 以 多 作为 子 基 生 成 的 拓扑 p WA 2.1.16 的 条 件 (3)》 UC X, 
r) 中 任意 两 个 互 不 相交 的 ,. 势 < c 的 子 集 是 分 离 的 - 

特别 地 ,MA + CH MH R 中 任意 一 对 不 相交 的 、 势 < e 的 集 
有 不 相交 的 邻 域 . o 

有 从 上 面 的 初步 介绍 可 以 看 出 ,在 应 用 Martin 公理 解决 拓扑 学 中 的 
间 题 时 ,与 应 用 连续 统 假 设 时 相仿 ,通常 也 有 两 种 途径 .一 种 是 用 MA 
推出 一 些 纯 集 论 的 命题 ,然后 再 应 用 这 些 命题 来 处 理 拓 扑 学 中 的 问题 ， 
如 2.1.13,2.1.15 那样 . 另 一 种 是 直接 就 某 个 拓扑 学 中 的 问题 构造 相应 
的 CCC 半 序 和 稠密 集 族 .然后 应 用 相应 的 generic filter C 作出 有 关 的 拓 
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扑 学 解说 ,如 2.1.16 那 样 ,这 种 途径 与 应 用 CH 相 比 ,难度 比较 大 一 些 . 
因为 它 包 含 了 定义 半 序 .验证 CCC .构造 稠密 集 族 等 所 个 步骤 .但 只 要 
组 心 揣摩 一 些 范例 ,对 于 如 何 构 造 半 序 及 稠 窗 集 族 的 技巧 ,还 是 有 脉络 
可 导 的 .比如 定理 2.1.16 的 证 明 . 我 们 最 终 的 目标 是 要 找 一 对 分 离 H 
和 下 的 开 集 , 旧 ,K 包 会 很 多 的 点 ,我 们 无 法 一 肉 而 就 ,于 是 希望 找到 不 
相交 的 开 集 U, 7, 它们 至 少 能 分 离 HAK 中 部 分 的 点 , 即 URAH 一 
部 分 ,Y 包含 kK 一 部 分 .而 且 最 然 应 当 要 求 UP CLE = 2 RI NCH = 
名 (形式 上 这 比 UNK=8, VI A= ORR) 当然 ,U,F 能 分 离 出 
的 吾 , 芒 部 分 是 越 大 越 好 ,这 就 自然 地 规定 了 《UW 4 Us, Vo) nig 24 
有 cu, Vac hi BREE, < ) 的 思路 ,至 于 构造 称 密 集 的 思 
路 贴 是 很 显然 的 , 取 五 UU 起 作为 . 寡 的 指标 集 那 是 因为 我 们 的 目标 就 是 
要 分 离 HH 和 KK. 掌握 了 这 个 思路 后 ,尽管 在 具体 论证 过 程 中 还 要 运用 
一 些 技 巧 ,但 Martin 公理 是 如 何 地 在 应 用 这 一 点 ,就 变 得 比较 好 理解 
了 . 


$2 Martin 公理 推出 的 几 个 组 合 命题 


这 一 节 介绍 的 主要 内 容 是 将 MA 应 用 于 研究 [w]” 的 无 限 子 集 和 
“w 的 函数 族 时 得 出 的 几 个 组 合 命题 . 从 集 论 角度 看 , 这些 命题 本 身 有 
其 独立 的 价值 ,同时 它们 在 拓扑 学 研究 中 也 是 经 常用 到 ,并 且 是 很 能 解 
决 问题 的 . 

2.2.1 定理 [MA x) #24, clol, lege, IIe. URE 
vc[A]*"89mBe. SW B- USJE [wo]”. 则 存在 MCL wo)” ,使 得 

VW AE_L4, MN AE Fin, 
v BC.8, M'1BE Fin. 
WAP, Fin z[w]*7. 

证 明 HP=1(5,F):S Fn, FELA] RE FD 
685,29 SAR 4) 84051,5795, (02) V AC IUE. SINAC S5, JF 
BP SAUF C5. 

BAER, (SIDI 52.5 AY AY FO 
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[so MUF)CHIALSINCUF) c 5:1. (*) 

事实 上 ECL CS US, FU FE Sy 30) B03 FD 

-AFR RSS, FES, IO BC FP AM SLU 

Sic 8,94U y 3c.£ FES NCUFICSNUF). HIS, F< 

(84,25) ,可 得 NCUA) CS. AATE ST CUS CS). CX 
AL. 

MR ICS, Fie «wl c P. AA | Finl = w, 于 是 存在 TE 
[o] ^ff 5€ Fin ,使 得 WaE D, S m SRR Va, BET, CS LU p 
就 是 4S. FOA SS FPF. TESI UB ERU. 这 就 证 明了 (PP， 
<)# CCC 的 ， 

YAELE,F D, =1(8,F) ACF I. 

Ynew, BC. 

Eg = 8,97): SO Be 10,1, n - 1l]. 

Z=} Da AE. A Ul Eg: BE Ba «wl. 

每 个 D, 是 稠密 的 . AAS, FC PR ACS, S UIADCD, FR. 
(S, UiAD «CS. 4 BC OH, AER, B- UST 
feo TEHE a.B-US 10, e.n- HE m» n,mEB- UF, 
HW SU lm} FOE Ey, FFACSUi ml 2 «CS. J Ep, tL ESI 
si. 

ER 121 ce, MA. x 推出 存在 & generic filter G. > 

M-UIS: 3. (5,95€ Ci, 
则 M 为 所 求 .事实 上 ,对 每 个 A€ 4, 12(5,, Fo € END, M AC, 
MEMS, FE GE SOA pA. BOR AD SCSUTR AC 
MCS,€ Fin. it BCR XH n, BEC Sin, FE CN Em: HIE Sg OB 
qi0.1,-,2-11. X: BAMBA Se, BN Mg 10,1, n.n - M. 
因为 n 是 任意 的 ,所 以 BUM LoT". 口 

定理 2.2. 1 称 为 Solovay 定理 .下 面 的 一 般 形式 的 命题 有 时 也 称 为 
Solovay 定理 或 命题 (S). 

(8) Ww. 8c Cw], 1561 < 2°, 18) «2* d FELA], BE 
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BA B- USE Fin, 9 MELo] RY ACE, ATI MC Fin. V B 


EZ Bl'1MC[»]". o 
由 于 MA+- CH= V«2",MÀ « AEA 
2.2.2 定理 MA+~ CH>(8). O 


2.2.1 的 命题 还 有 另外 一 些 等 价 的 说 法 . 

2.2.3 定理 下 列 各 命题 彼此 等 价 : 

(1) Solovay 定理 . 

(2) 4, Aclol’, | él <a, Bax, XHBOE V. € [£17 B 
€.2,/8 B-UFE[a)* MAE 5SE[w]j*, 使 得 YAE.-8,4 -SE 
Fin, y B€.8, B- SE[w]*. 

(3) (Booth 定理 ) 设 clol., lAl ar Ey FELA, KE 
Lo)" MFE M€[w]*,fif& y ACE, M- AC Fin. 

(4) i& c [m ]", 1281 e. V. € [4], wo- USE 
[wj*, 则 存在 M€ [wj]*, 使 得 WY AC. MNAE Fin. 

证 明 容易 看 出 (1) 与 (2) 蚌 对 个 的 .只 要 取 5=w - 对 ,由 (1) 就 可 
推出 (2), 取 M =o 5, 就 由 (2) 推 出 (1). 2E DO (3) S HORDE BE RJ. 
RER = |w-A:AG.4| - Fin 即 可 互相 推出 . 

(1) 一 (4) 取 .多 = iw| 即 可 ， 

(3) 一 (1) 设 . 才 ,. 罗 如 定理 2.2.1 EXE, LE e 是 [w]“** 到 w 上 的 
一 个 一 一 对 应 .对 每 个 AE. 才 ,定义 U = (lw - A]. RET BC UP 
Ain eM Vg, =p SE Fin: (8-2) N BAD!) Web n=10,1,…， 
n-1}. FERIE AEA Ui ky: BC E n «au RE Booth 定理 的 
前 提 条 性 . 亦 即 

好 .多 和 [全 MELB Kw)‘, 

6-[nia:Ae m In tvauic Bn) c. |] 是 无 限 集 . 

HASEE.DIU:AC.Ise(flllu-A]*":A€.)2e([o- 
UF] e) 83k v BES, i Vmin col SF n 是 单调 下 降 的 ,对 任意 有 
BAS mots E m= main, ml 就 有 Vas C A Yan. HAE 
Vg m oi Vgm (RE m = max| mys", my}. AA pS) € Ve, BAM S 
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€ Fin EBGS - m) Bis FLL C3) € D Von, MLL SE Fin 并 
HVien,CS5- m) QBI. 


现在 考虑 集 F = | SE Fin: 31,7, Sa EC) S= US.) Vi 
sa, SCB- UF- m,(3) Vizn, Sig OT. AAH ient, B -UF 
是 无 限 集 , 可 知 满足 条 件 (2) 的 S; 有 无 限 多 个 ,所 以 9 是 无 限 集 .对 每 
TSEZ HOË Sco- UF. FE eG D LUIAE MT. LA 
为 (8- mM 8 2 (7 m) N B: = Si 名 ,所 以 pS) EA Vag, TEBE 
说 明了 G6 是 无 限 集 ， 

根据 Booth 定理 ,存在 SELwJ*, 使 得 Y AC oZ, BOA mew, S- 
U, 与 5 -Ves 都 是 有 限 集 . 记 S=1s:j<wl,M= os), M= Uw;. 
由 于 yp 是 一 一 对 应 ,| 有 6:j < wl 是 互 不 相交 的 ,所 以 M 是 无 限 集 , 即 M. 
€[w«]". 

对 每 个 AC. CTE MNA ADHAR MELo- A]* 7 RII S; 
€ U,. HT S-U, BARR. A RST M; 相交 ,于 是 MAE 
Fin. 

对 每 个 BC PHI m EBM - mB = OB BC 5; € Vg. H 
于 $- 多 .是 有 限 集 , 有 无 限 个 5 使 SE Va, TEM- nO BD, 
MMNB-moM ANB- md. nF m 是 任意 的 ,于 是 MMBC 


[w]*. LI 
考虑 下 面 的 命题 P(e)， 
Ple) Wo£cS (a), Ace BY KEL 27, COL € [o]", RI 
3M€Lo]* YAE, MCA. 口 
注 :回忆 一 下 第 一 章 §7 rh 1.7.2 的 定义 .命题 P(c) 等 价 于 说 基数 
p2cz-2*. 
显然 命题 PCc) Booh 定理 说 的 是 同一 回 事 .因此 有 
2.2.4 定理 MA+7 CH>P(c)ep=c. Li 


2.2.5 定义  A,BC€[w]" 称 为 几乎 互 斥 的 ,如 果 A 门 BE Fin. Æ 
clol" 称 为 一 个 几乎 互 斥 族 (albmost disjoint family), 记 作 adf, 如果 € 
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中 任意 两 个 元 是 几乎 互 斥 的 ， 口 

根据 Zorn 引 理 ,任何 一 个 adt SPA E— 1C SLE ER CRET 
记 为 mad) 中 ,注意 w 有形 如 18*" Be lw]? A. TAN B* 42 
当 且 仅 当 4 门 BELw]*. 我 们 还 知道 co" WREE clo") =2*, 亦 即 存 
BA 2 的 ,[w]* 的 几乎 互 斥 族 (参看 EngelkingL1971] 的 3.6.18), 这 
说 明确 实 存在 势 为 ec 的 madf. 另 外 ,通过 对 角 线 论证 可 知 ,任何 一 个 势 
为 可 数 的 adt 都 不 是 极 大 的 .那么 ,是 否 存在 势 为 *,w < x «27 的 madi 
WE? FEWE, E MA + CH 下 ,答案 是 否定 的 . 

2.2.6 定理  P(c)— 8j mdf MAR c. 

证 明 设 .CCc[w]” 是 一 个 adf. 41 4l cw t,e BARRE madf. 
BU | Al > w FELA], FE An A, |. RAC -F MAN 
[A,U UA Je A- (Co — USE Fin. Mill e -UF 是 无 限 集 .假如 
| 2€] « e, MH PCe)nT4R 8] ME [wl] By AC UE MNAE Fin. 
这 表明 4 RRA. LI 

2.3.1 定理  P(e)— Vk, «c, ti 2^ 22" c. 

WEBB 取 一 个 势 为 x 的 adf o6 EET x€ 9X0) ,定义 p(x) = 1A 
EB: 14 站 x1< o] ERE FELA MAEA- E A- US 
Ela]? FATE B EPLER BA AA- 办 应 用 定理 2.2.1, 可 
URL x€[o]". ifa y BC.S, NBE Fin. YAECH- 8, 
A NAE Fin. KEX p(*)=. 罗 这 就 证 明了 p dé Aw) ALON 
— NR. TE o) sA w) HE 25 227 — e. L 

2.4.8 推论 P(c) 一 2” 是 正则 基数 . 

TEAR 由 Konig 定理 , yx < 2° cf 2 > ef of2* = cf 2" ,这 样 就 有 
d2" 52", 口 

下 面 给 出 由 Wage 作出 的 .定理 2.2.6 的 一 个 推广 . 

2.2.9 定理 [MA A] iE x 是 一 个 正则 基数 .w < eA «27, Xt 
EC Lal” 是 一 个 adf( 即 对 任意 A, BC, AN BE[e]**), 1.1 =A, 
则 存在 BE [x]* ,使 得 对 所 有 的 AC US, IAN BI v. 

证 明 Ok = [Ara < AL, OPH |(H, K): HELA", KE 
[k] e AEH, K) S CA, KO SHEAN ACH, KR CK3EB. KN 

89 


CUM) CK’. A UEBICP, <2 CCC POL WE IC, E io «ol CP. HA 
RASM, FE MC [o J], n € uo MAAK BL o, PEMA 
HO H= HK, (Kp = K.JERHERI oO M, IK, - KL n. ff MH 
— STREP CBU | HM aE CI OR LK, - K:ac MI 
是 互 斥 族 , 由 于 每 个 ACH, Er WORTH, TAU UH ee Cice 
是 可 数 集 . 于 是 存在 LCM, IL > n E UUM a ECNI LK 
-KigeLi]- 9. 2U ~ HW): BE LER adt. RILI > n mT 
lK,- Kl = ma; 所 以 存在 BE La € C, EK -ONILU H- H)]= 
D, FECH, U Hp, KU Ko € P, HECE , Ka), (Hp Kg) 的 下 界 ， 
现在 ,对 所 有 的 AC. 2A Pen EM 
Dy, = {CH,K):A€ Ht, 
Ep= 1(H,K): 4 yEK,y> Bi. 

(1) D, BAAR) AERA, K)€ P,CHU | AL, IO € D FEACH 
UtAL, RS «GL K). 

(2) E, WER KEP. HIU HI =w, i e olli 
-Unz«.pdiltkiizi y» B, y UH. FRA, KU yl «CH, 
K) FPA, KU ty ID Eg. 

由 MA 1 ,存在 P 的 一 个 滤 子 6, 使 得 

VAE g, Ben, A CNDA, GN Ep2. 
现在 令 
BzUIK;CH, DEC. 

则 B 即 为 所 求 . 事 实 上 ,对 任意 p< «TECH, KO € GN ES ME yE 
K,B« y. BrEA B 与 x 是 共 尾 的 .x 是 正则 基数 ,所 以 1841 =e. EERE A 
€. 4, WE CH, KO E GN Dy. XECH, K) € G, Wd Ay, KOH, K) 
JEJE APEC KOC G BER A, KOSH, EO BRE E. FE 
KNACK NCU) c KE. B KCK SRW KNACK, CH, KORE 
意 性 得 出 B 门 4C Ks. 于 是 BNA BARR. Oo 

最 后 我 们 转 过 来 讨论 咖 = 1fif 是 w Blo 的 函数 | 中 的 函数 族 ,从 
Martin 公理 推出 两 个 组 合 命题 , 即 BF(x) 和 标尺 的 存在 性 . 
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2.2.10 定义 Bf gC. Me fag SAMS Ia: fn) > 
g(n) € Fin. 

r, Age 是 基数 . 

(1) BFC.) EMF RE: y Fco L| <w, 则 .FO 有 上 界 , 即 
存在 g € *u VICK fag. 

(2) Z c" 称 为 一 个 控制 族 ,如 果 GH HER BV SE, 38 


CD faz. 
(3) fra <Al ctw MAKA 的 标尺 (aoale) ,如 果 它 是 一 个 控制 
BHA a < 8755, fa. 口 
记 b=min{ 1971.59 C" EATA), 


ô= min| 1 多 |: 多 C ^to 是 控制 族 |. 

从 定义 看 出 每 个 控制 族 都 是 无 界 的 . BF(w ) 成 立时 有 eb. 又 如 
果 4 标尺 存在 的 话 有 864, 所 以 bs<8<4. 

回忆 第 一 章 1.7.2 定义 的 sfip 概念 , 塔 的 概念 及 相应 的 两 个 基数 
Pp:t. 在 那里 我 们 指出 了 p 志 1. 那 么 它们 与 这 里 定义 的 8,5 有 什么 关 
系 ? 下 述 定理 就 是 一 个 同 管 . 

2.3.0 定理 igb. 

证 明 act, Fo jgira) Cw. RIKER 多 是 有 界 的 .办 
法 是 归纳 地 作出 一 个 严格 递增 的 函数 族 j 扩 :ge<&h, 使 它们 满足 下 列 
条 件 ， 

(D ¥é<a,mn f, Cran fo. 

(2) Va. f(a) zmaxl g (E c Zn. 

Ao ABRE EI I. WE wy 6 ca. f; CAEH, EIE ARE A EE CT) 
{ran feré< of esc ERE. AH EXE SU EAB. FE 


存在 4E[w]*, 使 得 对 所 有 Eca, A Cran fe JIM (n) ,使 得 
SAMVEAf(n-1) <f(n), 
fnE la€ A: v k2n,g, Ck) al. 
BT fei Ea RUE IRA ARCU) (2). 
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现在 证 明天 是 OT ESE HEE ase, Hi ran f; Cran fT 
fe 又 是 严格 递增 的 ,所 以 存在 m WIRA n fm tn) Crm f. X 
因为 是 严格 递增 的 ,所 以 对 所 有 on Amt n) m n). BAR 
忻 (2),Yn, 当 n>2m ht ,2(a-m)en, 于 是 

Kn) 2 f (n- m+ m)mf.(n- magla). 
这 就 证 明了 exi—eb. TH tah. 口 

再 回 过 头 看 定理 2.2.3 中 Booth 定理 的 陈述 . 它 实际 上 等 价 于 说 p 
>#. 这 样 我 们 就 可 以 得 到 如 下 的 定理 ， 

2.2.12. 定理 MA x 二 BF(«+). LI 

2.2.13 定理 (MA+-] CH) BF{e) 成 立 , 并 且 存 在 长 为 c 的 标 
R, 

证 明 为 了 证 明 长 为 “的 标尺 的 存在 性 ,我 们 可 以 从 任何 一 个 严 
格 递增 的 函数 上 出 发 ,重复 2.2.11 中 的 归 钠 过 程 . 由 于 任何 a < c. 
A< al 都 不 可 能 是 无 界 的 ,因此 这 样 的 过 程 可 以 一 直 持续 到 c 步 ， 
最 后 就 可 以 得 到 一 个 长 为 e 的 标尺 (具体 地 说 ,将 "w HERI = S f ae: 
Ecel. EF a 步 作 六 时 ,不 仅 要求 YE<a B fef, MBER Lee, 
这 样 就 可 以 保证 | 大 :a < cd S% ERE). [1 

下 面 再 给 出 MA “一 BF(x“+) 的 另 一 种 证 法 , 供 读者 参考 . 

证 明 HETH exuwSioB8I—4—-— FO, 
|\F |e «27.24 FC FH EM Ap S ipm. nine fCOm)l. 4 mew 
WEN Bo-ig(m,n):in«wl.it o6 lA f € S1, B= {|B :mE 
wl .容易 验证 YE [7] 8 B, CB, | B, US | = w. 于 是 由 
Solovay 定 理 , 存 在 ME [o )" [E1834 B3 FE 各 有 1MM 门 41< w, 对 所 有 
m AIMN Bal = 上 .现在 对 任意 m, 选 gm) € v, f eim. g( m) € 
于 ,得 到 gE "o ER plm, g( m)) € Aj KHR gm) fn). BUT 
IMN Az « v, Billim:g(m) &f(m)| € Fin, Bl feg. TE g 是 多 的 
PS LE. 口 
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§3 MA + CH BWA Lusin 集 和 Sierepinski 集 


在 第 一 章 81 我 们 介绍 了 Lusin HA Sierepinski 集 的 概念 ,并 且 在 
CH 下 证 明了 这 两 种 乐 的 存在 性 . 这 一 节 我 们 将 证 明 , BRA 
MA + 4 CH, 则 不 存在 Lusin 集 和 Sierepinski 集 .由 此 可 知 这 两 种 集 的 存 
在 与 否 是 独立 于 ZFC 公理 系统 的 . 

2.3.1 XEXS(MA«) 设 瑟 是 一 个 有 可 数 基 的 空间 .| 和 :aa<*| 是 
一 族 nwd MU (X, sa < ki 是 一 个 meager 集 . 

证 明 职工 的 一 个 可 数 基 多 = | 局 :nn < wj ,使 得 对 每 个 VE, 
| In:U,= Uil =w. €X B,2iÍimiU,C UI, B= | Baun ol. A= 
Ins, X Dl lAa cal EREN .天 IA, pts dg bE 
[6] * fln a X, U--UX, KE wd S8, U, - (XU UX, x0. 
这 表明 | B- US| = e. 于 是 存在 ME[w]*, 使 得 对 每 个 ACA, 
IAN Mi < wo, Me n (BN Ml =e. > 

¥,=X-UiU,:mEM,m>al. 
显然 Y, BAR. 

(1) Y, ARAME. EO, E Z. U- Y, = ULL U:m€ M, 
m» nl. AA B 门 是 无 限 的 ,所 以 存在 m > nd mc B, M. TE 
Unc U, - Y,. 

(2) Ul Y,:neal-2UlX.:a ci. BRET ANM RAS 
以 存在 r, 4 m» n Wm CMA AME A. TE ULT = 2. Hbf 


n Xc. 
综合 (1)、(2}) 便 证 明了 U | Xia < | SE meager TR. 口 ] 
2.3.2 推论 [MaA+- CH) 尺 中 任何 一 个 势 c 的 集 都 是 meager 
集 , 从 而 及 中 不 存在 Lwin 集 . 口 


2.3.3 定理 {MA x) id m. R EBS Lebesgue ME. HE) E,: a < 
eE LNR, m E) 20,9] E= {1E,;a<xi 还 是 工 可 测 的 ， 
并 且 m(E)=0. 
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证 明 See > OFX 
P=|UCR:U BARRE mQU) «el. 
规定 Us V¥ 当 且 仅 当 Vc U. 这 时 站. 相 容 的 充 要 条 件 是 存在 开 集 V, 
使 m(W)<e, 并 有 LL UUVCW. 
(1) CP, <)@ CCC 的 . 设 ,多 是 由 及 中 所 有 以 有 理 数 为 端点 的 开 
区 间 的 有 限 并 组 成 的 开 集 族 . 易 见 .多 是 及 的 一 个 可 数 基 . 设 cP， 


Fl > w = {VE Hm(u) ««- T]. MA Ust Rt n, fh 


LE» w. 这 时 VEZ MALY m(U) + 十 <e.U 是 开 集 ,可 以 表示 成 
有 限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 之 并 .于 是 存在 有 限 个 互 不 相交 的 
开 区 间 1(a By) deli EU Cs b CULTE m(U- Ula, b) < 去 ， 
WE iai BAME pq El pi a) Cay, bi) IE mQCa bi) - (pi, 
«D «zl.ig U* = Upg) M U' €.£,U' CU m(U - U* ) «1. 
因为 1 多 | > olo |= o, RAE U, VEZ, IE OU" = FV*. 这 时 
mUUV) = n(U-UDUD em(U- 0) « mr cts 


(e-+) = e. 因 此 UU ve P, 这 就 证 明了 U,V 是 相 容 的 . 


n 

(2) Ya<u, t D, = (UCP: E cUl MER VEP, REX 
m(V) <e. 根 据 Lebesgue 测度 的 正则 性 及 m(E,) = 0, FEA U, BE 
ECU, m(U) «e- m(V). FE mCUU V) « e, Bl VUVE D, UU 
Ve V.Brel D, 是 稠密 的 . 

(3) id Z= 1D,:a <el, HMA ww, 存在 & generic filter C.F F= 
Uc, 则 久 是 一 个 开 集 ,6 EVERA. R EAE Lindelat 空间 ,所 以 
存在 可 数 个 U, €G iE W = Ul, 对 任意 n, th U, 相 容 , 故 


n(QU) «c. FB m(W)se. 
BA HERI a HUE CDD, E. cUCWV. TEU IE: 
«xi c W. HF e 可 以 是 性 意 正 数 ,因此 mU LE za € x1) =0. g 
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2.3.4 推论 [MA +- CH) 

(1) 及 中 任何 一 个 势 < e 的 集 都 是 Lebesgue 零 测 度 集 . 

(2) 及 中 不 存在 Sierepinski $. 口 

定理 2.3.2 只 是 排除 了 R 中 存在 Losin 集 的 可 能 性 . Kunen[ 1976a] 
虽 进 一 步 证 明了 以 下 定理 

2.3.5 定理 {MA+- CH) 车 六 是 一 个 至 多 有 可 数 个 孤立 点 的 
空间 , 则 于 没有 Losin FÆ. 口 

它 的 论证 过 程 在 此 就 不 作 介 绍 了 . 

还 可 以 指出 ,尽管 MA + 了] CH MMAR Lusin 集 和 Sierepinski 
集 , 然 而 存在 Losin 集 或 存在 Sierepinski 集 与 % CH 却 是 相 容 的 . (参看 
Tall[ 1976a] . ) 


$4 «-Sorgenfrey 线 和 乘积 空间 的 正规 性 


仿 紧 空 间 的 概念 是 法 国 数学 家 Dieudonné 于 1944 年 提出 来 的 .这 
一 概念 的 提出 及 对 仿 紧 性 开展 的 研究 ,对 于 点 集 拓 扑 学 的 发 展 可 说 是 
有 划时代 意义 的 .两 个 仿 紧 空间 的 乘积 是 否 还 是 仿 紧 空间 呢 ? 1947 年 
Sorgenfrey 给 予 了 否定 回答 .他 以 玉 中 的 左 闭 右 开 区 间 族 为 基 构 造 了 一 
个 反例, 即 著名 的 Sorgenfrey 线 . 这 是 一 个 全 正规 的 Lindelt 空间 .然而 
它 的 平方 却 不 是 正规 的 ,也 不 是 亚 Lindelof 的 .那么 ,有 没有 两 个 仿 紧 空 
间 ,其 乘积 不 是 仿 紧 的 ,但 仍然 保留 正规 性 呢 ? 这 个 问题 到 1973 年 才 
由 Preymusinski 给 出 一 个 相 容 性 的 答案 .他 在 MA «3 CH 下 给 出 了 一个 
反例 .1976 年 , Alster 和 Zenor[ 1976a] 用 CH 也 构造 出 了 反例 .到 1980 
年 , Prrymusinski[ 1980a] 终 于 簿 出 了 忽 对 的 反例 .他 证 明了 对 任何 k, m 
EN 拓 严 ,都 存在 可 分 的 第 一 可 数 空间 下 ,使 得 

(1) X Jeff RC Lindel BY Eon « k. 

(2) X^ 是 正规 (或 族 正规 , 即 CWN)en < m. 
ABR k=2, mm = 3, 就 能 得 到 所 要 的 反例 . 这 一 节 , 我们 将 介绍 
Przymusinski 用 MA +7 CH 构造 的 反例 .然后 再 介绍 与 莱 积 正规 性 有 关 
的 若干 结论 . 
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2.4.1 定义 设 w<“w<2,.Sorgenfrey 线 5 的 任何 一 个 势 为 < 的 
子 空间 称 为 x- Songentrey 线 ， 口 

不 失 普 遍 性 ,下 面 提 及 x- Sorgenfrey 线 时 都 假定 是 5 中 一 个 稠密 子 
空间 ,注意 r- Sorgenfrey 线 仍 然 是 遗传 Lindelaf 和 遗传 可 分 的 空间 . 

2,4.2 TEM 设 工 是 一 个 拓扑 空间 , 互 称 为 族 Hsusdorff 的 ( 简 记 
作 CWH) ,如果 站 中 的 任何 一 个 闭 离散 子 集 DD 都 能 被 不 相交 的 邻 城 分 
离 , 即 存在 互 不 相交 的 开 集 族 多 ,使 得 Y UC vc, UT) D 只 包含 唯一 一 
个 点 ， o 

易 知 每 个 族 正规 空间 ,特别 是 每 个 仿 紧 空 间 都 是 CWH 空间 . 

2.4.3 定理 [MA+- CH) 设 w<x<2°, 则 任何 一 个 wx-Sorgenfrey 
线 于 的 平方 是 正规 . 非 仿 紧 的 空间 ， 

证 明 ”我 们 将 证 明 分 成 两 部 分 . 

1. X EER. 

考虑 空间 5 x 5, 记 它 的 拓扑 为 o. 叉 记 E 即 平面 的 殉 几 里 得 拓扑 
为 p, SHEN Sx SMFS MAT. BRA pco. ERA wl’, 
p) =. 另外 ,所 有 的 包 售 边 界 的 正方 形 关于 o RARE ,并且 构成 了 
(Sx S$,0) 的 闭 邻 域 基 . 

现在 , 设 总 ,天 是 ( 正 ,z) 中 两 个 不 相交 的 闭 集 ,这 时 

unc = (HN X72) CLK = HN CRNCLR) 

= HNC K=HNK=2, 

FI, KOC W#=2. 21 Rl cl X! e <2’, lel <2°. FS, EHI Wage 
定理 2.1.16, 可 以 找到 不 相交 的 U,V C o, MACUL KCV a UN 
X'€c,V( X? € c HBA, K. 

2. P 不 是 CWH, 从 而 不 是 仿 紧 的 ， 

记 也 = 1(x, -x)=ps:xEXI, 则 DD 是 正中 一 个 闭 离 散 集 .假如 


D 是 分 高 的 , 则 对 每 个 EX, 存在 n= a(x) EN BEL [ 2,2 +775) x 
| ^ -x+ 志和 :ze KIER. IX) > ,于 是 存在 


ALAR HT SE M C X WIE EM HEA n(x) = n. M eB RY, BELL 
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存在 Xi. X2 c M, $E J X1 — X2 i< x. 这 时 [1.5 1) x 
[72.7 1) es) x [ - ans = a + +) sete? hR 


SFE HFX ES PRBS, EUSA C PHA. RST F 
盾 , 因 此 X? RE CWH 空间 . 口 

下 面 我 们 介绍 Alster 与 Perymusinski [ 1976 ] 中 提出 的 协 可 度量 
(Co-metrizable) 空 间 的 定义 ， 

2.4.4 定义 ”拓扑 空间 ( 工 ,r) 称 为 协 可 度量 的 ,如 果 XC nr 
分 的 度量 拓扑 p, 使 PCr, 并 且 对 每 个 € X E x Bü c 邻 域 0, 都 存在 x 
B) c Bet VE VCOLVCU. 口 

换 句 话说 ,{ 工 ,r) 是 协 可 度量 的 意味 着 存在 一 个 比 + SIRE RE RR 
th HBA, OT o 是 正则 的 . 

协 可 度量 空间 类 包含 了 许多 著名 的 不 可 度量 的 空间 , 例如 
Sorgenfrey 线 ,Niemytski 半 平 面 , Heath 的 泡 泡 空 间 和 VV 空间 ,RR 上 全 体 有 
限 子 集 的 P-R 空间 ,R 上 的 密度 拓扑 空间 等 .因此 ,下 面 关 于 协 可 度量 
空间 的 正规 性 定理 ,也 就 有 具有 普遍 的 意义 . 

2.4.5 定理 (MA x) 设 工 是 一 个 协 可 度量 空间 ,. 必 ,. 多 是 由 紧 子 
集 组 成 的 集 族 , A <0, Bl cx. A= USE, B= UB A ANB 
@ , Wy 

(1) FREER PAF U, , Vg f AC U, BC Vg. 

(2) 存在 F, RH. IE ACHCX- B. 

证 明 设 p 是 相应 的 可 分 度量 拓扑 , Ve DW, in col fk X, of 
一 个 对 有 限 并 运算 封闭 的 可 数 基 . 

1. 设 

P= DV): U, VE r, WR OUNB-9,0,VNA=2, R 
3 VERE VC 有 CI- Vi. 

HE, nelb, WHEN Dc Ui Vic Va 

(P, a) ÆA PO tA mn, 令 忆 .= UEP: Uche- 

VI DUP, 是 定 心 的 .P= U Pa RECP, <<) 是 o- 定 心 的 ,从 而 是 CCC 
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PO. 
WEP A € o8, 
B,-i(U, V)E PiA, CUI, 
则 D, 是 稠密 的 ,这 是 因为 ,车 (7 VEP, WEE WER HUCK 
X- V. A, 是 紧 集 ,根据 协 可 度量 的 定义 及 WKAR BI, EXE 
WERE ACW COW CX- BRES = UUCP OPK 
VICU, VIE P,3FRCU,, VE DCU Vi) 二 (VU, 只. 类似 地 ,对 
每 个 BE .多 令 E= CU, VC P: B C VI, HI E, 也 是 移 密 的 ,由 
MAr ,存在 generic filter 6 (818 V a, 8, CND, 48,61 Eg D. 
Uy = Udom G, Fa = Uren G. 
OW) U,, Va 即 为 所 求 . 
2. 将 狐 重 新 排列 成 V: n< wl, 使 得 yw c ac 
| In iW, S WI | =e. HRA A€ 4, BE BIE 
D,- in:AN Wu I ES zin:BCc Wil, 
B= | Dy: AC4) , #= | Eg: BEF}. 


RATE EEA Day, Da EC Fa DD C La d 
ST iam, BAN B = 名 及 A, BRR E UC ELM AL C U.C CLU, 
CX-B.H T 多 对 有 限 并 运算 封闭 ,因此 存在 FE oi cuc 
CUCcX-B. 于 是 BCX- CU.B 是 紧 集 ,存在 VC RE Bc Vc 
CLVC X - CLU. E n BE, = VU BW, BB nE Bo, WADA) = 


BB » E ÜD, T | Ej - ÜD| = o. AE Solovay 定理 ,存在 ME 
[w]”, 使 得 对 每 个 AC o6, MV D, 是 有 限 的 ,对 每 个 BCUS, MT) B 是 
无 限 的 . 令 F,-X-UIWim€ Momeni H= UF, UBB AC 
HcX- B. D 
2.4.6 引 理 iE EX j€ NL A RSS oe = xj € 
Ni 是 全 正规 空间 的 充 要 条 件 是 对 每 个 a=W Ajen BEER 
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空间 ， 
证 明 由 于 全 正规 性 是 遗传 的 ,而 X^ 可 以 作为 子 空间 嵌入 如 ,所 
以 必要 性 是 明显 的 ,现在 , 设 每 个 X" 是 全 正规 的 .为 了 证 明 X" 是 全 正 
HA, RREH XY 中 的 每 个 闭 集 F RETR. FON, D, AY, DAI 
BYR 的 全 体 实 连续 函数 的 集 , 记 PP 是 名 ar 的 投影 , 则 
PPE X" Payee Wr pe gn. D. 60) = POF). RE pa: 
Xe] BAR 
gal x} 2 CP C) 

的 方式 定义 的 函数 , 则 p € 80 X", D) 3EB. pz 0) = PLICPLCE)). S 
RE e, (02 FATE FC; (00.4: « € 忆 则 存在 ”和 于 中 一 


ARRUE PLU) € U. CU x Iixjs aD F2 O, FE aE 
P.(F), Mill x © gi1(0). 这 就 证 明了 F= 们 pa CO) .然而 可 数 个 零 集 


之 交还 是 零 集 ,于 是 证 明了 © 是 全 正规 的 ， 口 

2.4.7 定理 (MA s) 设 互 是 一 个 协 可 麻 量 空间 , 若 下 可 以 表示 
成 <x 个 紧 集 之 并 , 则 和 是 全 正规 的 . 

证 明 设 .和 % 是 五 的 紧 集 族 ,满足 | 和 V| <r. X= UK 

1. 若 4, 召 是 天 中 的 不 相交 闭 集 , 令 .如 = [AN KHI KC ELATI KS 
eI, @= iB K: KC, BO Ko 1. WHEA 2.4.5 之 (1 ,存在 不 相 
交 开 集 Uy Va tE ACU BC Vg. MA X ERY. 

2.8 GEcX 是 任 一 开 集 .注意 , 当 KC UWA X BK 
的 ,因而 有 G 对 角 线 .天 是 紧 集 ,所 以 子 空间 KETER. COKE 
下 中 的 开 集 ,因此 是 F, 集 . 于 是 GOK Bo BNF |B) <r, X= 
UAE HERA «e PRR SHSM F-X-6-UIFÜ')K:KE 
JU BUE «e 个 紧 集 之 并 ,由 定理 2.4.5 之 (2) ,存在 FR, CCH 
CRA- 下 = 6. 因 此 G EF, 集 , 这 便 证 明了 是 全 正规 空间 . 

3. OX" ig Bat K xe x Ky: Ki KEZ | MB ce, 
T = Uo. 注意 协 可 度量 空间 的 有 限 或 可 数 积 仍 是 协 可 度量 的 ,所 以 
由 上 述 第 1 点 和 第 2 A X" 也 是 全 正规 的 ,再 由 引 理 2.4.6, X" 是 全 
正规 的 . 口 
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$5 在 讨论 紧 性 ,可 数 紧 性 和 序列 紧 性 
之 间 的 关系 中 的 一 些 应 用 


紧 性 ,可 数 紧 性 和 序列 紧 性 三 者 之 间 关 系 的 讨论 是 点 集 拓扑 学 的 
重要 课题 之 一 .对 于 T 空间 , 紧 性 与 序列 紧 性 彼此 互 不 蓝 涵 ,但 二 者 都 
BET CEDE. 众所周知 ,可 数 紧 的 序列 的 7 空间 是 序列 紧 的 ,而 序 拓 
ER wi 则 是 序列 紧 而 非 里 空间 的 典型 例子 ,Pw 是 紧 而 非 序列 紧 空 
闻 了 的 典型 例子 ,拓扑 空间 被 称 为 等 紧 的 (isocompaet) ,如 果 它 的 每 个 可 
数 紧 闭 子 集 都 是 紧 的 .具有 等 紧 性 的 空间 包含 有 很 大 一 类 拓扑 空间 ( 参 
看 Bacon[ 1970] , Davis[ 1979] 和 和 Arhangelski[ 1980]) .另外 ,Chaber 也 证 明 
了 有 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 正 则 空间 基 紧 的 (参看 Gruenhage [ 1984] 的 
2.14}). 但 也 有 一 些 向 题 在 ZFC 内 是 难以 回答 的 ,只 能 借助 于 集 论 假设 
得 到 相 容 性 或 独立 性 的 答案 .这 一 节 我 们 将 应 用 Martin 公理 给 出 儿 个 
问题 的 回答 . 先 介绍 Weiss 的 一 个 著名 结果 ,然后 讨论 序列 紧 性 有 关 问 
wi. 

2.5.1 引 理 (MA «) BX BRR, 2E, ee X HI 
PIPER ERE ce WFE 97€ [26] * BE UY = X. (Hechler) 

证 明 设 5 是 X 的 一 个 可 数 稠密 集 ,假如 结论 不 成 立 , 记 . 才 = 15 
-UVER Et snc Le) AINE] =w. X RAA ce, 
由 MA x, 存 在 玉 E[S]”, 使 得 对 每 个 UC d, M-(8- U) = MNU 是 
有 限 集 .注意 到 Uz= ,于 是 对 任意 xzE, 存 在 VEME EU 
于 MOU BABE, Ait E w WE 时 没有 聚 点 .这 就 与 不 蚌 可 数 
RARE. 口 

2.5.2 引 理 设 导 是 一 个 全 的 ,可 数 紧 空 间 , 则 X 的 展 度 
(spread) s(X) =w, B] X J&ifé COC 空间 . 

(s(X) = w" Sup] IDI:De X EARTEN, s (XE Engelking 的 
书 中 被 记 为 A(X).) 

证 明 假如 (X) > wm. 则 存在 势 为 o, 的 离散 子 空间 S = Ix ia « 
anl .对 每 个 o ,存在 X BUE E UU, OS = xal. iE Us Ulia 
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<a}. ABBE, U 是 一 个 F, RGE U = UF. THEE n EFASI 
=a, XMAPR F, 是 可 数 紧 的 ,而 SOF, 仍 是 子 空间 F, 中 的 离散 


子 集 . 它 是 无 限 集 , 这 就 导致 了 矛盾 .所 以 4(T) =o. 口 
2.5.3 定理 {MA a) 全 的 ,正则 可 数 紧 空 间 一 定 是 紧 空间 . 
(Weiss[ 1978]) 


TA Ub x Red S ORB. X IEEE X D^ 
是 Lindeltf 23 [a] . T AETEAEJTDR E 06, CUA BIAIS Fe. Y= |x,: 
a € al Hi Ugia «ol C 26, fd y a E Uas Ua lap: 8 al =ø, 
(Bi 了 是 一 个 右 分 离 的 子 空间 . ) 

(1) 了 是 可 分 的 . 

假如 Y 不 是 可 分 的 , 则 存在 Z = xo: < wi C Y, BE v €, x 七 
12, :< NYC 是 了 的 左 分 离 的 子 空间 )., 这 时 2 E X FS 
间 将 是 离散 的 .这 与 引 理 2.5.2 矛盾 . 

(2) 了 是 遗传 可 分 的 .这 是 因为 Y 的 任何 子 空间 仍 是 下 的 右 分 离 
子 室 间 ,再 重复 (1 的 论证 即 得 . 

现在 我 们 来 推出 耶 盾 . Ya «co, I — 13148 V, fi x CV, CV cC 
U,.4 W= VY, S5 1W,:a «cl. 由己 的 作法 ,有 | 成 门 ?| cw. 
UIP D Yeo ii W-UIW:aco.BUr Y dm eR, 
WRBY 的 开 子 集 , 因 此 FIRRA W= UP, 其 中 每 个 F, 2X 
闭 集 .于 是 存在 n AR | PLOY = wi. 由 (2), OY ESTA S. 于 
=《 所 门 让 -是 可 分 的 可 数 紧 空 间 .注意 FI = rew, X'CW- 
U1:a<ol. 由 引 理 2.5.1, 存 在 A€ [a,1*, ff X' CUI W aE 
Al CUT V.:a€ ALCUITUa € AL. ERR Bet UNV 
可 数 的 ,所 以 CU LU, :a CAD NY 只 有 有 限 或 可 数 个 点 .然而 FLY C 
站 又 是 不 可 数 的 ,这 就 导致 了 矛盾 .由 此 可 知 BRA, Li 

与 定理 2.5.3 的 结论 相对 立 的 是 Ostaszewski[ 1976j 的 结论 .他 用 另 
一 集 论 假设 一 一 心 原理 构造 出 了 一 个 全 正规 ,可 数 紧 而 不 是 紧 的 空间 . 
这 个 例子 我 们 将 在 第 四 章 介 绍 .综合 这 两 方面 的 结论 ,可 知 全 正规 可 数 
紧 空间 是 否 紧 的 问题 ,其 答案 是 独立 于 ?FC ff. 
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现在 转 到 关于 序列 紧 性 的 讨论 . 

2.5.4 定理 设 铸 是 一 个 可 数 紧 的 正则 空间 ,车 1X1<2*, 则 了 蔗 
是 序列 紧 的 ， 

证 明 GX AARP RS XAT MER RA 
成 的 序列 5, 其 任何 子 序列 都 不 收 合 .由 的 可 数 紧 性 ,每 个 这 样 的 子 
序列 至 少 有 两 个 不 同 的 聚 点 , 先 取 S 的 两 个 相 异 聚 点 ONES GP 
zi 的 邻 域 Uo, 如 ,使 USC) U 2 8. 5; S0 UL (E S0, ,3EHEEUE C 
S 的 两 个 子 序列 ,对 ;=0,1, 又 取 8 SR ro: sa REI 
邻 域 US, Ua ,使 UoN Ua = 2.38 S; = 5: 门 Uy(i,j =0,1), 归 纳 地 作 下 
去 , 设 YeE U12.ksnl, 我 们 已 经 作出 了 子 序列 5, ,点 x MFE U, 
WH) x €U,.5,00,3(2) ocp=5 c S5) 车 lel =k<n, 则 
Tauno O Uae =Ø. Zif ye E2, A S 的 两 个 相 异 聚 点 
Nala,0) Kalin 1) SPAR UU ino)» Usus n 使 它们 的 闭 包 不 相交 ,然后 
$E X, S, Uc. o = S Gouin. o =0,1). BEM SR S, x LU 仍 满足 
条 件 (1), (2),{3). 于 是 完成 了 归纳 过 程 .对 任 一 o € Um 都 对 应 有 满 
RQO)—O08 Sa, x, AU. 

对 任意 scE22, 记 os = ao,; 则 1:n<wl 按 包 合 关系 , 亦 即 按 孙 
数 的 扩张 关系 构成 一 个 单调 上 升 的 序列 ,于 是 5。 in co HERE X PH 
非 空 闭 子 集 构 成 的 下 降序 列 ,由 天 的 可 数 紧 性 ,其 交 不 空 . 取 a E 
NS., A ox, 2 BY X A. E opc 2,0 p MAE n ifi 
On = pa Boln) pln) AU, NU, = 8. FE a e A 
ot, J&— PU SAT Xe 27 这 与 假设 1X1 < 2° 了 矛盾， 口 

注 : 从 上 述 定理 的 论证 看 ,实际 上 只 需要 X AE Urysohn 分 离 性 即 
可 . 

2.5.5 定理 ADE e 25 PK T, 空间 都 是 序列 紧 的 . (Franklin 
[1969]) 

证 明 HEXX— HEP GR SOT UACOR ARRAR APRS TR 
变 该 序列 有 限 个 项 而 发 生 恋 化 ,在 定理 2.5.4 的 论证 中 ,只 要 在 每 个 归 
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APRE Suan = Se Ue yin RM Sula. = S utag (4 = B 
意 即 4AB 是 有 限 集 ), 则 由 于 的 紧 性 ,归纳 过 程 可 以 越过 w 继续 进 
行 下 去 .具体 地 说 , 若 a 为 后 继 序 数 时 ,归纳 步 又 与 原来 的 完全 一 样 ; 
而 当 a 是 极限 序数 时 , 取 序 列 ion;n <w| ta WA EG on 
oh a Ml a, bo. BREA S, 7 8, 5-5 8, D PET S, 都 是 $ 的 一 
个 无 限 子 集 . 根 据 第 一 章 的 定理 1.7.3 或 1.9.4, 存 在 S 的 无 限于 集 5,， 
使 得 对 所 有 n. 5, C S, PREMERA S CIS, ROE 
就 可 以 继续 到 o. 并 作出 "2-> 王 的 单 射 ,从 而 导致 矛盾 ， 口 

定理 2.5.5 说 明 每 个 势 = e BRE TS 空间 是 序列 紧 的 . BRAS 
为 c 的 可 数 紧 正则 空间 是 否 序列 紧 呢 ? 在 定理 2.5.7 中 我 们 将 给 出 一 
个 相 容 性 回答 .为 此 先 证 明 一 个 引 理 . 

2.5.6 引 理 (MA)】 设 工 是 任 一 拓扑 空间 ,SETX]*,pE5-5. 
如 果 下 列 条 件 之 一 满足 ,5 就 包含 有 上 收 襄 于 p 的 序列 . 

(D x(p, S) <2". 

(2) XEM, TAR, HE plp, S) «27. 

(3) X dE T;, HR, JE EL AL CX) « 2”. (Mayhin, Shapirovski 
[1973]) 

WEB) SCTE CL) AVRO. ARE TRE S- XO p 的 一 个 局 
部 基 多 ,使 | 多 < 2° EM ES (UNS: UEC 97, D] 2€ VH EE Booth 定理 
的 条 件 .于 是 存在 MELS SA UC A M CULM = 
ixin € wl PPP x :n col MISC P- 

对 于 (2) 的 情况 ,应 用 正则 性 . 取 p 的 一 个 邻 域 族 2, E «27, 
NG. VER = lp! eM 421005: VE). BU) ME, A 
证 明 p JE M EOPE— EAS LAE xin «ol SET p. 

对 于 (3) 的 情况 ,由 LOX -iph s ALCX) <22, 存 在 p 的 邻 域 族 
多 ,使 [| < 2°, NLU: VER = 1p| .重复 (2) 的 论证 即 得 . 口 

2.5.7 定理 (MA) Wb X SRT, ZR, IX < 2°, 0 x EA 
RES. (Malyhin , Shapirovski[ 1973] ) 
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WEAR ERR SCX. SHS WTS S 是 势 为 w 的 紧 
T, 空间 ,从 而 是 可 度量 的 , BREA RS. BS ve 5, 根 据 
ech-Pospisil 定 理 (Engelking[ 1977]3.12.11): 4 X ET, 空间 ,每 个 点 
pAly(p. X) me IX 22, Rog SUE XIE «27 的 假设 ,存在 点 pE 
S— S,f@ x(p, S) <2". FHS 2.5.6) S 有 收 仇 于 p 的 


子 序列 . o 
2.5.8 推论 (MA} 每 个 势 e 的 紧 空间 都 是 序列 紧 空 间 . 特 
SRL, Ye < 2°, 10,1)" 和 7* 都 是 序列 紧 空 间 (f = (0,112. 口 


上 述 推论 中 有 关 乘 积 的 结论 还 可 以 改进 为 : 

2.5.9 定理 (jX ca < k} 是 一 族 序列 紧 空间 .X= 了 HiX:a < 
xl. 

(1) MA xz» X SERRA. 


(2) MA “一 三 是 序列 紧 的 ， 
证 明 设 1x,:n< wli X PREFA. AA a < < 归纳 地 作 


了 [ol 如下. 令 厂 =m, 候 设 YeE<e, 天 已 经 作出 ,使 得 Ye<a， 
lag Sin hE Xe PARR, HH £< y< NAN 亡 不 .车 a 是 后 
继 序 数 ,a = E+1. 由 于 X, ERIEN, BAM ie Ce) ne Fi 中 可 取 
HB LC EIE ix (a) ne LRA o 是 极限 序数 ,由 a <w 及 Booth 
定理 ,存在 A, ,使 得 YE < a,4。 Che Mi X, 是 序列 紧 的 ,可 作出 LC 
A, 使 1x.ta) :ni 收 人 第 ,这 样 完成 了 归纳 过 程 . 

(D yack, ala), € X,. ie x€ X, x(a) = zd x 的 任 
一 基本 邻 域 U, 存 在 JE[x]<”, 使 得 VEE J, (CU) = Xe Ps WX 8] 
X EUER) EROR COL Lia € BRS ey mew, ae Pl ia 
€ JH n> m, FE x, € U.P x Ri x in «wl — T MR. XXULBH 
T xj SEM. 

(2) FF MA x! 成 立 , 则 对 | 并 ;a <w1 可 以 再 次 应 用 Booth 定理 得 出 
7 ,使 得 Ye <reyr CL. Ya «s, lx, (a)in€ Lx, i sE Xi 
x(a) = x, Mya, PCL, HE lela) nE rala). Fl eine 
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下 是 {xs:n<oi 的 收 铺子 序列 .这 就 证 明了 X BARA. 口 

2.5.10 定理 (MA x,x 是 正则 基数 ) HX BWR FA 
ALCX) < x, W X AFI RR. 

证 明 Exin wl X PRP ET IE [uo 17, 

F(D =O) Ix:i€r- al, 

则 下 门 是 一 个 非 空 闭 集 . 我 们 先 证 明 一 定 存在 T€ Lal? 80 v TE 
UJA F(J) = FCD. MBAR =o WE ELR], f£ 
FCA) FU). 8D E< a «e, I4 CREM BERE Een co BERT, C 
RFU) C FUB FU 4 FUR). & a EGP a = 有 +1, 则 由 
Tii FE LEL] f$ PCL) S FC) eo 为 极限 序数 , 则 由 MA x 
及 a < wx, 存在 LETw 了 ,使 得 y <0, OENEESNE T NEL 
941a 6l. 

ia ZzfliF(a):oa cx]. HF L(X- Zi &hL(X) « e, AE AC 
[e] fE Z - i F(o):a C AL dà = Sup A.B « JE IE BE A < 
e, Fie FOR COUR): AEA} = Z,3EH FCA) R Z. ESF 
BMA z-niieexlcF 2. XXI E EIE CER 
在 Elo]. gay FE). FC) = FCD. «€ FCD, Je 
UE)" x€ FCD. EIE x E Ex in € PE ERIT E PUES I DRR | n: 
nC TRF x Bulx in < ol h FEA. L1 

在 定理 2.1.4 中 我 们 曾经 指出 MA « 等 价 于 说 紧 TCE 空间 是 
& * Baire 的 ,下 面 的 定理 将 证 明 在 MA x 下 , 当 紧 性 减弱 为 可 数 紧 性 ， 
CCC 加 强 为 可 分 时 ,也 有 相同 结论 . 

2.5.11 定理 (MA «) 设 工 基 正 则 可 分 的 可 数 紧 空 间 , 财 二 是 
x * Baire 的 . 

证 明 RPA X HASH UVC UV 
当 且 仅 当 Vc U. hT XB, AMA « )& CCC PO( 实 际 上 是 o- 
定 心 的 ), 设 S Gia cel ETE Yace ic d, -|PcSP 
cC 6,1. B E Z, BCA 过) 的 稠密 集 . 由 MA x, IFE generic filter 2, t 
yace, DIL ue 2. B LST 定理 ( 见 2.1.4 后 面 的 注 ), 不 失 普 所 
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+E, AR || <r. H NG x On a. HO HERCO. 
Agni HERCI G <e) BRIA HEA = OB 
X-H HEARE X HU— 139 ce WES, 2.5.1 的 Hechler 引 
AEA 964 C AEN HC S| = O0. TX EF flier 
矛盾 (注意 Y ETARKI. MAN A HEA eS. MN] Gas 
ki. TE X Æ+ -Baire Bj. 口 


$6 树 拓扑 和 Aronszajn 树 的 正规 性 


这 一 节 我 们 将 介绍 一 种 称 为 树 的 半 序 集 和 树 拓扑 的 基本 知识 , 它 
是 正 序 集 及 其 序 拓扑 的 推广 . 树 是 集 论 中 的 一 个 基本 概念 ,许多 集 论 的 
命题 往往 都 能 借助 于 树 的 性 态 来 表述 和 推 证 .一 方面 , 树 的 研究 为 点 集 
拓扑 学 提供 了 一 种 有 力 的 工具 , 另 一 方面 ,对 树 的 拓扑 的 研究 本 身 也 有 
其 独特 的 意义 .通过 它 既 丰富 了 点 集 拓 扑 学 的 内 容 ,同时 它 也 是 提供 一 
些 重要 反例 的 源泉 . 这 一 节 里 ,我 们 介绍 一 些 树 的 基本 概念 ,包括 
Aronazjan 树 、Suslin 树 和 Kurepa 树 , 着 重 讨论 在 MA + CH 下 Aronszajn 
树 某 些 有 趣 的 拓扑 特征 .至 于 Suslin 树 我 们 将 在 第 四 章 讨 论 . 
2.6.1 XX 设 (7T, <<) 是 一 个 半 序 集 . 
(1) TRA— AW, n V ce T, IC Tize x] THERESE. 
(2) 对 树 7 中 的 每 个 元 素 x,(. ,x) = diit < al KIFE a € Ord 称 
J x 的 高 {height) CHE htx). (Ord 表示 全 体 序数 构成 的 类 ) 
(3) V a Ord, lll 
Lev, (T) 2 i£€ Tih(1) 2 al 
称 为 了 的 第 a 层 {Level)， 
ACT) 2 Infla:Lev,(T) =Ø} 


称 为 了 的 高 . 
(4) x,YET 称 为 相 容 ,如 果 存 在 * 人 7 了, 使 * 近 z,ysz 同时 成 立 ; 
ay 称 为 可 比较 的 ,如 果 sey Byes. 口 


注 :对 于 树 来 说 ,两 个 元 素 的 相 容 性 定义 与 2.1.1 中 关于 PO 中 元 
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FMB HA EH SE. SAA Jed FRR. 
2.6.2 命题 (T,=) B. 
(1) x, y 相 容 当量 仅 当 它 们 是 可 比较 的 . 
(2) 4C7Y 是 一 个 反 链 当 且 仅 当 任何 *,yE 4 都 是 不 可 比较 的 . 
(3) Ya<h(T),Lev,( TBP RE. 
2.6.3 定义 UT, <) Te. 
(1) 了 的 每 个 极 大 链 都 称 为 了 的 一 个 核 (branch). 
(2) CCT 称 为 了 的 一 条 路 {path) ,如果 C J— 4E JER Wa < 
ACT), Cl Lev, (CT) #2. 
(3) 了 称 为 一 个 上 He 是 一 正则 基数 ). 如 果 ACT) = « HAY 
« ACT), | Les, CT) | <x. BRE T Ær 树 , 则 | 7| = ec- 口 
2.6.4 定义 T, a)i e W. 
(1) T EOS e Aronszajn 树 , 如 果 了 的 每 一 个 链 C 都 有 | Cl «kd 
名 话说 ,m Aronszajn 树 就 是 没有 路 的 «c Bj. 
(2) TARA. Suslin 树 ,如 果 了 的 每 个 链 和 每 个 反 链 都 有 < 的 
3$. 
(3) TARA « Kurepa 树 , 如 果 了 至 少 有 ww! 条 路 ， 
当 = wi 时 ,它们 分 别 简称 为 Aronszajn 树 、Suslin 树 和 Kureps BÍ. 
口 
注 ; 在 ZFC 中 确实 存在 Aronszajn 树 ( 参 看 Kunen[ 198016 IT .5.9). 
而 coz Arcnszajn 树 的 存在 性 则 与 ZFC 是 独立 的 ,在 第 四 章 我 们 将 证 明 ， 
存在 Suslin 树 当 且 仪 当 存 在 Sustin 线 ( 即 一 个 势 为 c 的 ,不 可 分 的 ,CCC 
的 , 序 完备 的 LOTS) . 它 也 是 独立 于 ZFC 的 ,而 且 已 知 CH+ J Suslin 树 
5j CH 4 3 Suslin 树 也 都 是 相 容 的 ,由 于 应 用 Suslin 线 可 以 造 出 一 个 
紧 T,CCC 空间 S, 使 得 人 不 是 CCC 的 .因此 ,与 2,1.12 的 结论 对 比 , 就 
得 到 定理 2.6.5. 
2.6.5 定理 MA«-4 3 Suslin #f. | 
Kurepa 树 的 存在 性 与 ZFC 是 相符 的 .由 心 + 可 以 推出 存在 Kurepa 
树 (Kunen[1980] IL .7.11) ,但 不 存在 Kerpa 树 与 ZFC 的 相 容 性 ,迄今 只 
有 在 队 认 大 基数 的 前 提 二 才 得 到 证 明 . 若 承认 存在 强 不 可 达 (gtrongly 
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inaccesihble) 基 数 与 ZFC 相 容 , 则 可 以 推出 ” 3 Kureps 树 与 ZFC 相 容 . 
Ci, Kunen[ 1980) WIE 38 3.5 885 261 页 .) 

2.6.6 定义 RCT, «REM TE RET. h(x)-0, E x 是 
MOL. aCe) > 0, BR (pi g):p. ge Tip <a <q HEH x MRE. 
容易 验证 它 满足 邻 域 公理 ,. 按 这 个 邻 域 系 统 确 定 的 了 的 拓扑 称 为 了 的 
Hth. EEEN, o 维和 局 部 紧 的 .并 且 , 若 h(x) = o 是 后 继 序 数 , 则 
x 是 孤立 点 .与 LOTS 不 同 的 是 , 树 拓扑 通常 都 不 是 正规 的 . Li 

一 个 < 树 了 称 为 修剪 过 的 (Well-Pnined) , £0.54 | Levot 721 = 1, 80 T 
RAP aE EH VxSCT.VaCc(h(x.x) 3yET PET hiy) 
=a 和 7y>x, 即 每 个 点 都 是 “发 芽 " 的 , 设 “是 任 一 正则 基数 , 刚 每 个 x 
树 都 有 一 个 修剪 了 的 子 树 ( 参 看 后 面 的 引 理 4.1.6) .今后 我 们 仅仅 讨 

2.6.7 定义 树 了 称 为 特殊 的 (Special) ,如 果 了 可 以 表示 为 可 数 
个 反 链 之 并 . 口 

2.6.8 定理 一 个 ml 树 了 是 特殊 的 当 且 仅 当 树 拓扑 空间 T 是 一 
个 Moore 空间 . (Jones[ 1965]) 

证 明 (1) 设 了 是 一 个 特殊 的 ml HY, T = UA, HEP A, 是 反 链 ， 
不 失 普 遍 性 ,可 假定 每 个 AL 都 是 极 大 反 链 . 记 Lim(w1) 为 e, 中 全 体 极 
限 序数 的 集 . ¥ € Lim(w) , 取 一 个 单调 上 升序 列 | oo 使 we。 a. 
¥Y% 人 ET, 当 有 h(x) =a 是 后 继 序 数 时 , Yn EA U(x) = iti, W(x)= 
tE Tise xl tE T:z> x]. Zá hix) 2 a 十 极限 序数 时 , Yn, 定义 
U(x)2 tC T:h(ti) > a, texl Vale) = {2E Piz] rl UsE Tiz 
> al Cab x, 是 TT 中 满足 x xL [IE h(x,) = a 的 唯一 元 素 ). 现 在 
V m,n 定义 So, fUn) ir E ALIULV (ix € ALI. FBT A, 
是 一 个 极 大 反 链 , 禄 ,就 是 了 的 一 个 开 覆 盖 , 今 证 明 它 构成 了 的 一 个 展 
Fi x€A, G 是 包含 x 的 一 个 开 集 . BAe) in eo KT x 
的 一 个 局 部 基 ,存在 n, 使 UGC GC. SHES 2, Foa) = 0,02) BUE 
z€ U.(y), yE A, W xy, fx, y € A, MA, BREE y = 
zz xC€Vy).yE€A. WA cy Ra > 7, 这 是 不 可 能 的 .于 是 
Sx, Fa) = Ula) CG. 这 就 证 明了 了 是 一 个 Moore 空间 . 
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(2) 假设 T-H— T REIFI S2: n < wl. TREA, Tit 多 的 元 都 

是 形 如 (s,t] 的 左 开 右 闭 区 间 , v «€ 了 , 设 

a(x) =minfn:¥ yE R) A ysxl. 
& 

Ty = {XE T: s(x) =m}. 

BRA T= UT, ,并且 T, 互 不 相交 .我 们 来 证 明子 树 T, 的 每 个 链 的 
序 型 或 者 有 限 或 者 等 于 w, 从 而 ACT.) sm- 这样 Tu = ULevs( Tn). 
Le, (TJ 是 子 树 T, 的 反 链 , 从 而 也 是 了 的 反 链 ,于 是 了 = 
UULer Ta) ABERAT 了 是 特殊 的 ， 

B CHT, 的 一 个 链 .假若 C 的 序 型 > w, 则 它 包 含有 一 个 序 型 为 
w+ RAW. REN C= | xzo,xi 和 | 由 | 客 :a<wl 是 了 的 展 
HFE m SOR AICO) = ly Pry) .这 是 了 中 一 个 正 
序 子 集 ,利用 左 开 右 闭 区 间 的 凸 性 ,存在 yE T, yii xu ESL S) 
N Ta = Gi l7, 

D 车 nc aM x € S82) ;有 即 存 在 GE S5, TE nuu, 
ty © G TE x, € S xn Fe) .这 与 x, € 7, FE. 

OQ & y» PURI %,, 则 存在 y2E Ta tE <n HFA Stn. KH) 
Pe = (7257111 T, BRO PHI, TR yo > 所 有 的 eu. 依 此 类 
推 ,可 得 出 一 个 序列 y > o> ee > eo. Binns awl 
Cran AEE, EPR. [1 

2.6.9 定理 (MA+- CH) 每 个 Aronszajn 树 都 是 特殊 的 .(Baum- 
gartner[ 1970]) 

WEBB HT, <) 是 一 个 Aronszajn 树 ,Q 是 有 理 数 集 , P= fs fe 
Fn( 7,Q, u), H x « yr) « fly) AP miT, Q om rH. T Bl 
Q IE BR RMR. HUE fog HANA gc f CP, < ) 是 一 个 半 序 ， 

(1) CP, =) CCC. 

对 天 的 任 一 个 不 可 数 集 ,利用 A 系 统 引 理 ,可 以 找到 一 个 不 可 数 子 
集 , 它 梅 成 一 个 以 r 为 根 的 拟 互 斥 族 , 并 且 它 的 每 个 元 了 都 有 相同 的 势 
n+ | rl. XFEB IM T3 fid dolf- r) = 1 fis Al HP AC TF 
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BH RO shila ACA. AA conf CQ, ERA (91, 92,77 Ge) 
EQ: aisqic< ga ETRE, AE, OY ae E 
个 不 可 数 的 拟 互 斥 子 族 和 ga ngs sg. REM E MER 
fig Mian. Af) =g(g) = qi. HF ACT) = o, TÆ Aronszsjn Bt, 
Va e, A EL Lev, CT) | x o, FRR ye < os, if € P: dom fc 
U Heve( D) :£« all 是 可 数 的 .于 是 又 可 以 从 中 找 出 一 个 不 可 数 子 族 ， 
使 它 进 一 步 满足 ,对 任何 Ag fee A 

Ih CO x € dom(f - r)i PERO) ix € dom(g ~ r)| =, (*) 
我 们 把 这 个 集 记 作 L. 

Vileign, FURR SCLIEA TOT RET 
Aronszajn ff .由 MA +4 CH 知 它 不 是 Suslin P. FEFE- PB w 的 
BUE, MARERE TERTRE M c L, thi 

Vi,leien, |f JEM HE THRE. (##) 
把 这 个 族 记 为 MPA Miura. 

现在 设 i,j 是 满足 leigen lejen 的 一 对 数 ,4= ila, pe 
Bekah, «fl. B= aphia c Be wi fe fol ER Va Be Y, 
(a Y) CB, Y RERUR T. A Jl f, «f FG «f, RC fy EEF 
的 ,得 出 fo Sfp FK fo oh, HC) fp RS * * ) 有 矛盾 .所 以 
如 包含 有 不 可 数 个 元 .对 所 有 的 i,j 反复 论证 ,就 一 定 能 找到 一 个 不 可 
BR (a, 8) 6 oil MEY (oP) ian jen A fa f Mh th 
现在 定义 天 = 天 品 访 , 则 天 是 以 唯一 确定 的 P 中 的 一 个 元 ,大 三 大 大 
Jg PAPAE CCE PO. 

(2) VxCT,$ D, = 1fE P:x€ dom ft, A D, 是 稠密 集 . MA o 
— S gencric filter C.F g 2 U C, II p 3&— Tr tH T DIO BR, dom o 
=P. T=Ule Cr): rE QUERPBGE HE p Cile TATE 
链 . 这 就 证 明了 了 是 特殊 的 . 口 

现在 来 证 明 本 节 一 个 主要 定理 . 

2.6.10 定理 (MA + CH) 每 个 Aronszajn BE 了 都 是 一 个 正规 
Moore 空间 . ( Fleissner[ 19751) 
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TER “由 定理 2.6.9, 了 = U4,, 其 中 A, IRA. BH, K E 
不 相交 的 非 空间 集 , Vx € Tin< o. F Ulan) 2 it ins 2) 
(UA) = B1. HT. A, 是 极 大 反 链 ,每 个 A, ARERR, BELO) A 
HOW. s EO a, RE t Ee 1n (AD =O. FEL, 
x]C Ux, n) Æ x€ OA, WERE 1e x fl 1 (0A) = 1x|. 从 而 


[1300 (UA) =O. FE £€ Ux, n) ,这 就 说 明 U(x,n) 是 包含 «的 
FRR. 还 可 以 进一步 证 明 1U(x,n):n « wl & x 的 局部 基 , 因 为 
Yesss lÆ sEA WE U(x,n)Cts,x]. 

WP = if:fEFn( HUK, w, w), FAY xE dom fN H, y € dom fN 
K, 有 U(x fU) K = UG FO B = UG FG Uy fy) = 
ej. 

EN Jag 当 且 仅 当 g Cf. 通 过 A 系统 论证 可 以 验证 (P, <) 满足 
ccc. 

VxC HUK, $ D, = |f€ P:x€ don fi, WW D, BRR. 因为 
| HU KI sz ai 由 MA on TE TE generic filter G. 4 p - UG, U= 
Ul ite, ple) :2€ H}, V= Ute. pix): EK}, W U, Y 就 是 分 
BA MK 的 开 集 .这 就 证 明了 TÆER. HE 2.6.8, T EE Moore 空 
间 . o 

为 了 利用 Aronszajn 树 给 出 一 个 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 的 例 
子 , 我 们 先 简 单 介绍 一 下 wi 中 的 闭 无 界 集 和 平稳 集 的 概念 及 简单 性 
质 .这 些 内 容 在 第 四 章 还 将 作 进一步 的 讨论 . 

2.6.11 EM CCcw 称 为 一 个 闭 无 界 集 (Closed Unbounded Set, 
简写 成 Cub) ,如 果 C 是 LOTS w 中 的 不 可 数 闭 子 集 , 5 C o, 称 为 平稳 
的 (Stationary) ,如 果 5 与 每 个 Cab 都 有 不 空 的 交 ， o 

从 定义 看 ,显然 每 个 闭 无 界 集 都 是 平稳 的 ,但 是 平稳 集 不 一 定 是 闭 
无 界 的 . 

2.6.12 定理 (1) wi 中 和 任意 可 数 个 Cub 的 交 是 Cub. 
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(2) 设 $C wl 是 平稳 集 ,5 = UsS, 则 至 少 有 一 个 S, 是 平稳 集 . 

证 明 (D 设 1 Gi:n<w| 是 o 中 的 Cub 序列 . 先 证 C.) C 是 
Cub. 这 内需 证 明 它 是 无 界 的 .对 任意 给 定 的 4Ewm, 取 alE Cl 使 4< 
ai, HR BLE Cy, tE pi > a, HR asE CC, 后 a> Bye 如 此 反复 做 下 
去 ,得 出 序列 josC CIS Ce HA sa eB cars feeds 
B, < 2k flim a, = lim, = 15» A. HE Cy, C2 是 闭 集 , 有 jE CIC; 


由 此 推出 对 于 任何 an, 和 Ci 是 Cub. 又 由 于 ul 是 可 数 紧 的 , NG HD. 
BNC, 有 上 界 4, 则 4 =[X,w) 是 一 个 Cub. 于 是 每 个 CNA 是 Cub. 
BEL ERUERERHE DV CC, D A) s 8 3X5 CY, C [0, 42278 ANC 
是 Cub. 

(2) 若 对 每 个 n, S, 不 是 平稳 的 , 则 存在 Cub C, d£ 6,95, 2 2. 
故 SANC) = 8. imc, 是 Cub, 4 S 是 平稳 集 的 假设 矛盾 . 口 

2.6.13 定理 (MA+- CH) 设 了 是 一 个 Aronezajn 树 , 则 了 是 一 
个 局 部 紧 ,不 可 分 ,不 可 度量 的 正规 Moore 空间 . 

证 明 由 定义 2.6.6, 定 理 2.6.8 和 定理 2.6.I0, 只 需 证 明 了 是 不 
可 分 和 非 CWH 就 够 了 ,对 了 的 任何 一 个 可 数 子 集 M, ACM) = 
Supl K(x) ix € MI « a. (B o1 = ACT) ATU 不 是 秽 密 集 .于 是 了 T 不 
可 分 .对 每 个 极限 序数 HR x, E Lev, (T). E 了 = UAn, An E T 
反 链 ,由 定理 2.6.12, 存 在 n fE S= jarn C ALLEE om 的 平稳 子 集 .DD 
2ix:e€SicA, ETATE PUn] E] REOR XJ ac sS, l, 
x, EE x, 的 一 个 邻 域 , 取 zE (y, x.) dd pla) = hlan) W (a) «a. 
由 Pressing-down 引 理 ,存在 平稳 集 S C 5 lA ffi ya S, o(a) =A, 
因为 Lev, CT) PI ftii $ 不 可 数 ,所 以 存在 a, BES, ËE zm 2=2€ (yas 
各] 门 (yp, 知 ]. 这 说 明石 不 能 邻 域 分 离 , 即 TORE CWH 2518). 口 

但 是 ,在 第 三 章 我 们 将 证 明 , 在 弱 连 续 统 假设 27 < 2% 下 ,定理 
2.6.10 中 的 树 了 不 是 正规 空间 ( 见 3.1.14)， 
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§7 关于 Calibre 问题 的 一 些 例 子 


这 一 节 我 们 先 介绍 周 消 旋 用 MA + 了] 了 CH 构造 的 一 个 关于 
Cal(wi,w) 不 具有 可 生性 的 例子 . 这 个 空间 在 构造 方法 上 有 一 定 的 启 
发 性 ,然后 再 介绍 有 Cal o, 但 不 是 可 分 的 ,第 一 可 数 TS 空间 的 例子 . 

2.7,1 定义 ”拓扑 空间 天 称 为 有 Clow) WE X HER 
个 点 有 限 开 集 族 都 有 专 w 的 势 . 口 

从 定义 容易 看 出 有 Cal w> Calw, o ) 2 CCC. 另外 我 们 也 知道 ， 
任意 多 个 有 Cal o 的 空间 的 菩 积 有 Cal o (Sanin[ 1948] ) ,而 CCC 空间 
的 乘积 是 否 CCC 则 与 ZFC 独立 { 见 1.11.4 和 2.1.13). 自然 会 问 
Cal(wliw) 的 乘积 保持 性 问题 . 1986 年 我 们 已 注意 到 ,利用 A 系统 论证 
可 以 证 明 , 设 {无 :aE 4 是 一 族 有 Cal(wi,w) 的 空间 , 则 I X, ia € AI 
有 Cal(wi,w) 当 且 仅 当 ¥ JELA], X; = TX a € J] A Cali o). 
因此 Caltwi,ww) 的 可 积 性 取决 于 是 否 任 意 两 个 有 Gon MSS 
积 仍 有 Cal( o1, wm) .我 们 还 注意 到 由 Suslin 线 可 以 作出 一 个 紧 五 ,第 一 
可 数 CCC 空间 其 滋 积 不 是 CCC, 因而 没有 Cal(wi,w). 另 外 ,Galvin 和 
Laver 用 CH 也 造 出 了 紧 CCC 空间 其 乘积 不 是 CCC 的 例子 .于 是 便 问 局 
Ye, d MA +7 CH REAL Cal(w,w) 的 可 乘 性 (就 像 CCC 一 样 ). 
不 久 , 辕 洗 旋 就 在 MA+- CH 下 给 出 了 一 个 反例 .后 来 他 去 美国 ,经 过 
进一步 研究 ,与 Watson 在 1989 年 共同 发 表 了 一 篇 文章 [1989], 给 出 了 
一 个 绝对 反例 .1994 年 ,Todorevic 在 [1994] 这 篇 短文 中 给 出 了 第 一 可 数 
的 绝对 反例 .利用 这 个 结果 ,结合 Reed BY“ Moore 化 机 器 ”, 可 以 得 出 即 
使 是 两 个 具有 Cal (01, ww) 的 Moore 空间 , RRM 4 08S — SE 
Cal{wi,w). 

下 面 给 出 定理 2.2.9 的 一 个 推论 . 

2.7.2 定理 [MA+n CH) 设 / 是 一 个 wi 到 o, 上 的 映射 ,使 得 
Wr<e. [fF (y) n. S" clo)” 是 一 个 adt, (EV FC F 
KOA, (Fl < c. MEK D€ Lo], £88 vF C 多 
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If (DIN Fl <w. 

证 明 id = (fF): FEST. ABV Y< os fF 0 = n, BEL 
fC PERE , BI afc [e 1". Fla Lc Fl ee 及 定理 2.2.9, 存 在 
DOHER (CFIC AES I DOA FY <w. A MAECEN 
FRED =f CONF) TAI (DNF| «a. 口 

2.7.8 引 理 {MA+D CH) BE A-ISIEC[o1 ".1t = wt FE 
HEATER RA={Hiacel RETE Z= l| Ea <el, Fel Fsaccl, 
满足 如 下 条 件 : 

(1) 每 个 ,都 是 wi PRES. 

(2) 8 USE adf. 

(3) vo, X, -ldo:r«ail WEY: doy Ck.) Al Y: day C Fa ER 
是 无 限 集 . 

证 明 ”我 们 用 归纳 法 来 构造 名 ,多 ,使 它们 满足 如 下 条 件 : 

(1) B«a-* EC & ACH. 

(2) Va. E, = ÍEgiB& al, =| Fg: « al HE E, US, J adf. 

(3) Yel Yid chal tyidyc F | BERR. 

a=0H»,R =-=, 

假设 Y B «a. Ep Fo 均 已 作 好 .考虑 经, 由 于 | 级 |=wi, 统 CC 
[w,]s”, 根 据 A 系 统 引 理 , 存 在 PE [oy] ,使 得 { dy: y € DH — A 
以 + 为 根 的 A 系统, 并且 YYET,| dal PAR sir. 

设 4=Uidy-r:YET. 作 映射 f: Aol ee Me) = y SAR 
X EE dy- r SRB YY YELLS CY) = doy or BRAIS Ob n. 

FSH 2.7.2, HE ELE UI <2° FB EU. Æ adt, FRE D 
Erjan, ER v 8«a, UDALE Fo) «o. 3E £7 CD) PRE 
个 序列 | do in < wl ,使 得 Yan,Sup( dy - r) «Inf(d | - 7). E,- 
[Udy = r) Ur. SA E, SMU. BERE 7 CD) RIS — PERI 
fd in < ol ,使 它 满足 类 似 的 条 件 ,并 且 对 任何 m,n, (dy - 7) 
{dy -=D F F= [U lda Ur 8.1 Epa Fea 
= | Fp: paa MEHAR. FR = [Ea el ,9= | Faia < e) BIS 
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所 求 ， 口 

2.7.4 ”定理 {MA+- CH) 存在 空间 X,Y, EITE Cal{wi,w); 但 
Xx YEA lwj). 

证 明 取 X=g=1E:a<ecl,Y= |F el HET yo, 
A 

$-|E€ X:y€ El, y 2 i FC Y: y€ Fl, 
Wilyireo,iY:Y <0 [DHE X, Y HRS. ELTZ I MEDS T EAE FR 
五 和 了 的 拓扑. 

O) X, Y llw). RATAA X MAER. E A= | Be: < 
wÆ X AIRRA, HP B; = NF: YE 天 | ,而 天 后 [wwi] < Wf 
[JEE e| CATED = i :Ecoll. 由 引 理 2.7.3 的 (3) 18: Je C E] 
是 无 限 集 .然而 Jec E, BH ECB, EDE odl £,, 2) zm o. BD OR 
是 点 有 限 的 ， 

(2) Xx Y EH Cal 4, o). 7 IBJTÁRIK [Y xy:y < wil .注意 当 
(GE,F)CE Xx YM, ALIEN Fl co, ME, FEF xy SAR4 YEE 
门下 ,所 以 1y7xy:y < wl 是 点 有 限 的 . t] 

EH 2.7.4 中 的 空间 构造 中 ,每 个 E 只 属于 可 数 个 7 .所 以 x Clg] 
H 让 是 第 一 可 数 空间 .但 一 艇 说 下 不 是 7 空间 .按照 构造 方式 ,为 了 
4E X BT, 的, 要求 对 任何 o, 8 都 存在 有 限 集 下 CEE, Jac ,使 得 
对 所 有 不 同 于 a R18 Hy 78 (CJ, U Jg) - EE, 关 名 .这 样 的 要 求 看 来 很 难 
通过 修正 来 实现 ， 

很 容易 举 出 有 Cal wi 的 不 可 分 空间 的 例子 .例如 取 x> e, Ni X — 
1* 就 是 ,我 们 也 可 以 举 出 有 Callan, a), A Cal wi 的 空间 和 没有 
Cal( wi o MPI CCC 空间 的 例子 . 

例 1 S xX=1fE%12:0<¢if-'(1) < wi .作为 离散 空间 D- 10， 
1 的 乘 敌 10,1}“ 的 子 空间 ,天 是 一 个 0 维 CCC, Baire 空间 .从 而 下 有 
Calw w), {E X RA Cal o, CTall[ 19748]) . 

证 明 容易 看 出 XX 是 和 0,1}%“ 的 稠密 子 空间 ,所 以 它 满足 CCC. 为 
了 证 明 它 是 Baire 的 ,只 需 证 明 X PRA iBif.:neolfkX 
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中 的 一 个 序列 . 令 5 = Ufz (sa =p. Ë i 是 mw 到 上 的 一 个 一 一 
映射 , 令 
Py sini Gak) =e} (eE10,1}), 
_ [Peart Poo 是 无 限 集 ， 
” | Po 相反 情况 
Ores far Pj uot QN Peas EARE, 
un ON Pi La AR. 
则 存在 无 限 集 8 cw, 使 得 对 每 个 ,0 -Q 是 有 限 的 (参看 定理 
1.9.4), 今 定义 了 如 下 : 当 a = i(k), 
fü) - [s Qi = WAN Ps. 


1, 相 反 情 况 ; 

“4a ait, fa) -0. 

从 定义 显然 有 POX. FIBIEBTHALI ine 981 收 襄 于 了 .对 任意 
k EFQ- Q, 是 有 限 集 ,存在 mo, 使 得 对 任何 n€(Q- no)c ,车 
=0, 则 n& Pío. REX, A FOOD) 80:38 GOD) =1, 则 
nE Py. TR n» ng LA FG) = f/f(i(k)). 这样, 对 所 有 a, 
if (a):n€ QO} MF fla), TE fof. 

现在 证 明 互 没有 Cal o. YF mwl A ci 个 不 相交 的 集 1 Baia < 
oy!) ,其 中 每 个 BL B. = 0. > 

U,sif€X:38€ B,.f(B) -1), 

则 U, E X PRE. EROS F€ X NAID] sw, BEA = 1: 
a< 忆 | 是 点 可 数 的 开 集 族 . 

例 2 闻 在 全 正规 CCC ERK o 空间 , 它 不 是 Lindelsf 空间 ,所 以 
没有 Cal(wi,w). 

这 个 例子 是 Junnila[ 1979] 构 造 出 来 的 . 由 于 构造 和 论证 很 长 ,此 处 
M. 

例 1 显然 不 是 第 一 可 数 的 ,在 第 三 章 我 们 将 证 明 27 < 2”( 弱 连续 
统 假 设 ) 可 以 推出 正规 第 一 可 数 亚 紧 CCC 空间 是 Lindel 寻 空间 .由 此 可 
知 Junni 的 例子 也 不 可 能 是 第 一 可 数 的 ,在 第 三 章 我 们 将 指出 在 存在 
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Q 集 的 假设 下 ( 它 可 由 MA+— CH 推出 ), 可 以 构造 出 正规 亚 紧 CCC 不 
可 度量 的 Moore 空间 ,这 个 空间 就 没有 Cal( o o). 

第 一 章 82 构造 出 的 空间 E JE —+* CCC Baire 空间 .所 以 有 
Cal(wm,w). 它 是 不 可 分 的 ,因为 CH 一 有 Cal o, 的 第 一 可 数 TL 空间 是 
可 分 的 ,所 以 PHA Cal w. (BE Tall i1977] 指 出 ,同一 空间 第 在 
MA &4 CH FAI Cal o ,从 而 它 是 一 个 有 Cal wi 的 不 可 分 第 一 可 数 空 
间 的 例子 . 

2.7.5 3EXE(MA 4 CH) ZH Cal wl. 

WEB] 分 两 步 ,第 一 步 证 明 MA +7 CH 一 .第 是 强 Baire 的 ,第 二 步 
TEAR w1- Baire 和 CCC 可 推出 有 Cal w. 

第 一 步 ,定理 1.2.7 中 曾经 指出 i 名 :nn < wj (HP RHI KS F]:K 
EW FCR 是 紧 集 ,KC 户 C E,W 上 |) 满 是 如 下 两 个 条 件 : 

GQ) Va, V KEX, E KC EE GW JLK, FJES, EKEIK, 
FPrclk, F]c e #HLIK, FIC ER. 

(2 V4sI[K, F,]lii€ H CUA ACA ip FAY n ANA 
42 R40. 

对 任意 给 定 的 非 空 开 集 V, P, = (pCH:pcu,ImzS),P= 
U P 3E X. pag SAMY pc Ing ACP, <) 是 一 个 CCC 半 序 . 


=F, :0 <4} BH—K onwd E, <2”. 
4 Da=ipE P, pNF, =|. 
注意 对 任意 gC PL F, SAI, AA q- FE Og 
F,c U. BH (D, TEE pE PP, 使 pCg- F, TE pE Dm pag Z= 
[Dyre<eyn < ul BBO x 的 稠密 集 族 , 由 MA +- CH, FFI generic 
filter C, 使 得 对 所 有 a,n, CDD, e 2. AT CNZA. G 中 任意 有 限 
个 元 是 相 容 的 ,因而 有 np. i (22,0162 fec u.JEH SS F, 
不 相交 ,因此 U- UF. 42.8 F U BERIE, TAU | Psa clie 
无 处 稠密 集 , 即 ,多 是 强 Baire 空间 . 

第 二 步 , 设 三 是 wz-Baire COC Si, B= {Ua < wii 是 一 族 开 集 . 
记 了 = 已 多 ,这 村 了 是 CCC AHE D= [pC YUE p 局 部 可 数 },D 
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显然 是 Y 的 开 子 集 .假若 CRA OD 是 稠密 集 , 因为 假若 有 
FE Ve OU Vo p= 2 WHER a0, Wor, A odi F, 9) > 
是 -所 以 对 任何 a < w V- Ui le: 8 > al 是 无 处 稠密 集 , 由 w- Baire 
UIV- Ul Ug: B» alta € ou | PRA. HU & 
可 数 的 假设 ,UIT — Ula: 8 > alia < ei] = 了 .而 这 是 不 可 能 的 ,所 以 
DB. TE DN Uta < wml 是 开 子 空间 D. 上 由 非 空 开 集 组 成 的 
不 可 数 族 . 它 在 D 上 局 部 可 数 .但 D 是 CCC 空间 ,这 就 导致 了 牙 盾 ( 参 
看 Burke[ 19840] A) 8.1), 因 此 证 明了 铬 不 是 点 可 数 的 ,下 有 Cal e. C] 


$8 BF(x) 与 上 空间 的 乘积 


定义 2.2.10 介 绍 了 BF(k) 这 个 集 论 命题 ,并 且 证 明了 MA x 一 
BF(x* ).20 世纪 80 年 代 以 来 ,BF(x) 在 广义 度量 空间 理论 研究 上 找到 
了 一 些 很 有 趣 的 应 用 .这 一 节 我 们 将 介绍 BE ES eA BF 
(x) 的 某 些 应 用 . 

2.8.1 EM Re 是 一 个 污 限 基数 ,对 每 个 e < k, 设 | xin col 
PUPS AR xil iain wl U 1x1:a «iE 
的 拓扑 和 .定义 S, 是 这 个 和 将 所 有 的 和 AB M ACRES EE RT. S, 
也 称 为 < FRU. C 

FRR AEE PL. ER LE uin «el U 
xs 人 :ae<#| 是 一 个 局 部 紧 度 量 空 间 ,因而 & 是 一 个 Lasnev 空间 .为 了 
讨论 方便 ,我 们 假定 5. = Ix ine m,acxlUicl, fT x, ERE 
点 ,它们 彼此 均 不 相同 ,x06 zn «o HRTF oo .对 任意 fC "e, B f Ré 
UT kc 取 值 于 w HAR VC = lene fla), a< x) BOK 
一 个 邻 域 ， 

2.8.2 BM Z c'u RA w 的 一 个 控制 族 , 如 果 YWgEw, jf 
所 多 ,使 得 la: f(a) < g(a)| 是 有 限 集 ,多 cw RAE LEB, RUE. 
Y gen, 5 fE BRAY a, f(n)=e(n). Li 

XF e = o 的 情况 . 记 

à = mini 1471: BAe 的 控制 族 | ， 
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à, = mini lA: YE" LEHEL. 

注意 "w 中 任 -一 控制 族 都 是 无 界 的 ,而 在 “% 上 的 共 尾 族 一 定 也 是 控制 
族 ,因此 BEC) (e 8. 1) ,然而 实际 上 可 以 证 明 91 = 3{( 参 看 van 
Douwen[ 1984] ,定理 3.6), 假 如 多 是 一 个 在 咯 ESR VC :7 
CS | EIE S, 中 点 % 的 一 个 局 部 基 . 所 以 对 于 5 来 说 ,有 15,1= 
[96$] = 1G, | = | nw(S.)| = w, ii | CS] = Ix C21] = 人 > 
wm. 对 于 S, 来 说 ,有 | (SO | = | eS.) | ou. e < xS 2^. 

下 面 证 明 一 个 核心 定理 . 

2.8.3 定理 设 w<rx<2?, 则 S, x S, 是 上 空间 (或 序列 空间 ) 的 
充 要 条 件 是 BFO + ) 成 立 . (Gruenhage[ 1980b]) 

证 明 (1) RBE ) 不 成 立 , 于 是 存在 = fia «el C^ fed 
YE 中, Ja. Eln: Ain) > Am EARE. HE y a <et 

H, = | m n E Sax S,:maf,(a}t, 

此 处 m, ln, 分 别 表示 S, 中 第 个 序列 的 第 m 项 ( 即 5, PES e) A 
5, 中 第 a 个 序列 的 第 n 项 ( 即 ra) E H= Ujma ex], SEH H JÉ 
kA BREA. 

KS, x 5, 是 紧 集 , 则 外 在 每 个 因子 空间 中 只 和 有 限 多 个 序列 
H. Aie: KNH AD l RARE. 

每 个 .都 是 闭 集 .为 了 看 出 这 一 点 ,注意 S, -jijoml 和 8& -iol 
的 每 个 点 都 是 孤立 点 ,只 须 证 明 (m, o> RH, ILE UBI WI, H, = 
U Lm, n) ime fo (n) 1 ER o BI 5, HIV, I U = kak > 
f) Ule FCR k, 是 5 中 第 n 个 序列 的 第 项 . 设 Ps 是 5 x Se 
8 S, 的 投影 ,注意 Ps (于 ) 与 5 是 不 相交 的 ,所 以 (Ux VNB, =Ø. 
而 上 x 了 是 点 (wm ,om) 的 一 个 邻 域 , 这 说 明 NH, 是 闭 集 . 由 于 KN A= 
ULKAN H:a < ei XR CEA RI, AIEEE. H KAEH, 
H H ERES. 

现在 证 明 HARE. UE U E o, oo PEE ABIL, FC o, gE w 
”满足 如 下 条 件 : 当 kjamgla)an Hi, m, n) € U. BUT BF(e*) 
不 成 立 ,因此 存在 a < x 和 无 限 多 个 mn, 使 六 (an) > fla) HERE 
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n ff g(o) n MAn > f(r’) RRR Ae yon DEAN 
U.F œ, o € H HE N AS REPE. AIE S, x S, 不 是 上 空间 . 

(2) 现在 设 BF ) 成 立 . 设 HC S, x S, 是 序列 闭 但 非 闭 的 子 集 . 

HEREN», o) HRP RA, 如若 不 然 ,就 存在 f 
€ "t ,g € *u ECU x Vie NA - 100, 5l] =O. fHXSHEI n, € 
8,, n, € S,, PIE EIE] nt x 8,81 S, x Ln, | SBE ARH Zs FR], REP 
AX Ue lx SOA ACS, x n DO REAR, TEH- 
(eo, oo EAE, SRR PIS, AE = HU (0 L9 21 fA (0 m AS 
属于 HO PAIR. a APEA] x S)UCS x fide 
序列 空间 ,所 以 (om , oe ) 不 能 属于 五 站 [人 mx S9UCS x 10 0]18 
序列 闭 包 , 亦 即 闭 包 .于 是 4m ,om) 属 于 吨 - [Chet x SUS, x 
1m1)] 的 导 集 . 故 不 失 普 遍 性 我 们 可 以 假定 WS, x S, 的 孤立 
A. 

对 任意 固定 的 aS, x Cain < el U | DEFINEN. EXE f, 
C€'*oflün(a) « e, (UCR) x Im:mzn(a)D() B - S.A 
BF(x* ) ,存在 fE"“w SAB ace ff We a, > ka) « e tË 
1834 kakla ht, H ACE e k). 

RHE ack FE n (a)< wn la)anla) ECU |i miim < 
wj ho) x tn yim anlo NAR 8. MARE rE 5,, 使 (x， 
oE H BSPESUAR ELS REEN g C "e BE gla) =n (a) RE m, 
m' € UC x Vlg). E n « kCa) WAX m m n' la), Om, mE 
Aw (n) fn) m, AM (mm) CUCL) xlp.:pzntall. 
UAH m, m' JE H. TÆ) x VC NH 2 9. xx (m ee 
HH' 了 矛盾 .这 就 证 明了 S, x S, 是 序列 空间 ,因而 也 是 上 空间 . 口 

2.8.4 推论 BF(e+) 等 价 于 说 52x S, Bk SAA SB 
Arens 空间 , 见 Engelking[ 1977]1.6.19). 

证 明 不 难看 出 ,存在 S, 到 5。 上 的 全 映射 上 由 Engelking[ 1977] 
803.7.8, foo id E Sax S, BS, x S, 上 的 全 映射 , 若 Sox & 是 空间 ， 
则 Sx S, 也 是 上 空间 .车 S, x S, 是 上 空间 , 则 由 Eneeiking[ 1977] 的 
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3.7.25, 作 为 5, x S, 在 /多 过 下 的 全 原 像 ,S: x S, 也 是 天 空间 . 口 

2.8.5 定理 S, x 5 不 是 上 空间 . CGruenhage[ 1980b]) 

证 明 对 每 个 ws<a € 1. VE f. Eo 到 ww 的 一 个 本数 ,使 上。 
Ea 到 ww 上 的 一 个 一 一 对 应 .定义 H, - iim (D, € Sime 
RD FFAS A= U | 到 :a < ol. RARE H RE k 闭 , 但 不 是 闭 
的 . 

H KCS 是 个 紧 集 , 则 上 K 仅 与 每 个 因子 空间 中 的 有 限 个 序列 相 
XT KASARAH, 相交 . 设 8), Bla) K 5H, 第 一 个 因 
FRA JU) KOH = ima SPC) a) € SS ims GU, 
i=1,…,z1 是 有 限 集 , 所 以 KNH AY, AY. 

E geo. Ug) Ae FE 5 中 的 邻 域 , 则 存在 no < w 和 一 个 不 可 
数 子 集 4cCw, 使 g 卜 =mo. 取 YEA, 使 Y 门 4 是 无 限 集 , 则 由 的 定 
X FETE BEAN YAH (5) = m» no. 于 是 (my,m)EHN(U(g)x 
ZE)), 由 中 的 任意 性 ,可 知人 w , oo) 是 天 的 聚 点 .这 就 证 明了 OW PRE 
Sa 中 的 闭 集 . 口 

2.8.6 引 理 设 XX 是 一 个 族 正规 的 Frechet 空间 ,f J& X BY 8H 
BERT y € Yr -1(y) 包 含有 一 个 势 为 o 的 闭 离散 集 , 则 了 包含 有 同 
IEF 5, 的 闭 子 集 ( 即 了 包含 有 5, 的 闭 拷贝 ). 

证 明 KD oy SR Dl ao Hyde DIB 
一 个 离散 开 集 族 ,使 dE U,. MER, ae dE D, 可 找 出 一 个 收敛 于 
了 的 序列 | d, :n€ NI ,满足 条 忻 :(1) dC Uy FI (y) (2) nem Hj, 
Fld.) Afida) UE E(d,) = |d' € Dif(d'.)- f(d, UA m ar. 
HT Of 是 闭 映射 ,一 定 存在 n{d), 使 得 U1E(d.): n>n(d)j 是 有 限 
的 . 

RER d(0) € D. 假 定 对 所 有 的 a < 8,dla) 已 经 定义 , 取 d € 
D-UlE(d(a):a« pl. D*=j|dla)ia <col Uldle)a<a,n 
ENI, 则 DD' 是 XX 中 的 闭 离散 集 ,f 在 D* — 广 (y) 上 是 一 对 一 的 .因此 
f(D" ) 闭 于 了 ,并 且 同 胚 于 S. L1 

在 得 到 了 上 述 结果 之 后 ,Gmenbage 证 明了 定理 2.8.7. 
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2.8.7 定理 下 述 命 题 等 价 : 

(1) $,x Sa PÆ k BM. 

(2) 4 BF(w2). 

(3) 3 X, Y JÉ Lasnev 空间 , 刚 X x YE KEA ETF 
三 个 命题 之 一 成 立 : 

Ci) X MY REAR. 

(ii) 天 或 了 之 一 是 局 部 肾 可 度量 的 . 

(ii) 起 和 都 属于 类 天 . 

GE :空间 类 多 的 概念 是 Tanaka[ 1976] 中 给 出 来 的 .他 定义 到 = dX. 
了 被 一 个 由 局 部 紧 闭 子 集 组 成 的 可 数 族 所 控制 | .换言之 ,XE YE 
HFE X, in € NI Kp x, 是 局 部 紧 闭 子 集 ,五 = UX, SFR ACK 
BARS ARSST ALK, PATS X, 中 的 闭 集 .他 指出 , 若 X,Y 
© 守则 Xx YE ,文中 他 还 证 明了 , 当 五, 了 是 度 基 空间 的 闭 s- 像 时 ， 
Xx 了 是 上 空间 当 且 仅 当 ( i ) (jj) (所) 三 者 之 一 成 立 .) 

证 明 (3) 坊 (1). 由 于 5,5。 没有 一 个 是 可 度量 的 ,因此 ( i), 
(让 ) 均 不 满足 . 又 S 不 可 能 被 可 数 个 局 部 紧 的 闭 子 和 集 所 覆盖 ,所 以 
$, € v. (3) Al S, x 5, 不 是 天 空间 . 

(1)e9(2). BE 2.8.3 W. 

(了 一 (3).(3) 中 的 充分 性 部 分 已 经 证 明 , 现 只 需 证 明 必 要 性 部 分 . 
假设 于 ,了 是 Lasney 空间 JF X x Y RE k ey x, Y BERS 
fa] *- 像 时 ,Tanaka[ 1976] 已 经 证 明了 ( 1) (iD) 《让 ) 之 一 成 立 - 现在 假 
E PEREZA *- 像 ,这 时 一 定 存在 «€ X, ae (RBA 
SH CR iB M* SUSCI) xe Xx EU Bl BE dites jn] M" 时 
Æ MR) X RUP - RARO SFR 2.8.6, XS, 的 闭 拷贝 ,由 (1) 可 知 ， 
Y RESA S. 的 闭 拷贝 ,7 是 Lasnev 空间 ,再 由 2.8.6 AE, Y Jc HE 
REHM 在 闭 映 射 g 之 下 的 像 , 则 每 个 3g -1(y) 必 须 是 紧 的 .由 Hanai- 
Morita-Stone 定理 (Engelking[ 1970]4.4.17), 了 是 可 度量 的 .假若 了 不 是 
局 部 紧 的 , 则 存在 YE 了 的 y 的 干 降 可 数 局 部 基 | Un € NI ,使 得 以 
不 是 紧 的 .归纳 地 选 D, = lya EC NURI V, HC) D, c V, BA 
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散 集 ;(2) DiC U Vac Ur+17 DARAH, iyi U lran EN, kE 
NIE % EHH 01 AARETE, TE Y iei )- 口 

Gruenbage 的 上 述 结 果 后 来 被 一 些 人 推广 ,获得 了 丰富 的 成 果 , 得 
出 了 一 大 批 与 ~ BF(w2) 等 价 的 命题 

Tanakal 1982] 证 明了 定理 2.8.8. 

2.8.8 定理 (1) BF ^ ) 成 立 当 且 仅 当 x 是 CF 复 形 . 

(2) 下 述 命题 等 价 ， 

(D 4 BFla2). 

Q)UK,LIECV- SUP, Kx LERES PARE 
之 一 满足 : 

(1) KK 或 之 一 是 局 部 有 限 的 . 

(H) 下 和 工 都 是 局 部 可 数 的 . 口 

CW- 5 JÉ f Lasnev 空间 的 一 种 特殊 情况 .可 以 想像 CW- RER 
积 保持 性 与 乘积 的 上 性 会 有 密切 关系 . Tanakal 1981] 果 然 证 明了 定理 
2.8.9. 

2.8.9 定理 两 个 CW-kHJEBISBUECWEJEBNJEEXITRgXE 
HARE k- 3S). 口 

这 样 ,定理 2.8.8 实际 上 可 以 看 做 是 定理 2.8.7 与 定理 2.8.9 的 推 
论 . 

Tanaka 与 Zhou Haoxusn| 1984] 中 ,运用 CW- SEWAR RERA 
了 与 ~ BF(w2) 等 价 的 命题 . 

2.8.40 定理 下 列 命 题 等 价 ， 

(1) 4 BF(w2). 

(2) 设 王 了 是 C 有 复 形 在 闭 喘 射 下 的 像 , 则 了 x 了 是 上 空间 当 仪 
仅 当 下 列 条 件 之 一 满足 : 

(D xmrz— Remi. 

Cl) XX 和 了 都 是 局 部 所 空间. 口 

HE Lasnev 空间 更 广 的 一 类 广义 度量 空间 是 具有 ote RA E k- 
网 的 空间 . {Foged[ 1985 HET X FÆ Lasnev 23 HAL X 是 Frechet 
Zx lg] 3E EL o- 388 fe OR GA Pe.) PE B 550) 1] 1993), AT 
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讨论 了 具有 o BER Pk SRR CRETE RTI. 

为 了 简单 起 见 , “遗传 保 闭 包 " 一 词 今后 将 缩写 成 HCP， 

2.8.11 定理 下 述 命题 等 价 ， 

(1) 4 BECen). 

(2) Ht X, Y ÆA -HCP k- BIS k 2508], DU] X x 了 是 空间 当 且 仅 
“PRS: 

Ci) 了 ,了 都 是 可 度量 的 . 

(I) 天 或 了 之 一 是 局 部 紧 可 度量 的 ， 

(iii) 天, 了 都 是 从 空间 并 且 属 于 类 哆 ' . 

(3) iX, € NI É— BER o- HCP 天 网 的 k=, SITY, LB 
间 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 满足 : 

Ci) x, 都 是 可 度量 的 . 

CI) 存在 有 限 集 JCN, 使 得 对 所 有 nEN- J, X, PREEZ E. 
而 当 nC J 了 时 ,除了 茶 一 个 moe J HR X, 是 局 部 紧 可 度量 空间 . 

(il) 存在 有 限 集 JCN, 使 得 对 所 有 nEN- JX, BRERA. 
而 当 nE uit, xX, 是 各 空 间 并 且 属 于 类 省 ， 口 

刘 川 ,Tanaka 和 林 寿 等 作 了 进一步 的 拓 广 , 他们 考虑 了 下 列 空 间 
类 : 

(A) 有 点 可 数 后 网 的 Frechet 空间 . 

(B) 有 紧 可 数 廊 网 并 满足 点 G3 性 质 ( 即 pX) = w) 的 空间. 

(C) AERA 六 网 的 大 空间 . 

他 们 得 到 了 定理 2.8,12， 

2.8.12 EH 下 列 命题 等 价 : 

(1) 4 BF(o5). 

(2) Hb X, Y Bir CA). CB) CC) ies fa, Wu] X x Y d 
应 空间 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 满足 ; 

Ci ) X MY PA ARE. 

(i) 天 或 了 之 一 是 局 部 紧 空 间 . 

Cl) 下 和 了 都 是 局 部 总 空间 . 
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〔《 刘 川 , 林 寿 [1997a] , 刘 川 .Tanakat 19981) 口 

i£: X HHS, 空间 ,如 果 五 被 可 数 个 紧 子 集 构成 的 覆盖 所 控制 , 节 
是 局 部 下 空间, 如果 每 个 点 x 都 有 个 邻 域 ,其 闭 包 是 一 个 部 空间， 

Wb ASS FRA k 性, Tanaka[1983] 曾 证 明 , 若 X, Y Æ 
k-SS-25 8), 天 xyY 是 下 空间 当 且 仅 当 满足 下 列 三 个 条 件 之 一 : 

Ci) 工 ,了 都 是 第 一 可 数 的 . 

(i) 天 或 了 之 一 是 局 部 紧 的 . 

Cil) X A Y 都 是 局 部 上 ,空间 . 

他 并 且 猜 测 , 如 果 将 天 向 -空间 换 成 度量 空间 的 商 * 像 ,命题 也 将 成 立 . 
但 林 寿 、 刘 川 [1996] 却 得 出 定理 2.8.13 的 结论 . 

2.8.13 定理 BF(w,})=Tanaka 猜测 不 成 立 ， C] 

另外 ,Burke, Davis[1984] 也 用 另 一 种 拓扑 方式 给 出 了 BECA ) 的 等 
价 刻画 . 他 们 证 明了 定理 2.8.14. 

2.8.14 定理 设 x<c, 风 下 列 命 题 是 等 价 的 ， 

(1) BF{(x). 

(2) 设 D 是 正则 空间 中 的 一 个 条 件 紧 的 子 集 .对 每 个 nEw, 设 
zx, E D 中 某 个 序列 的 极限 ,又 设 ee E pl, X) < «, UI x JE D B 
某 个 序列 的 极限 . 

证 明 (1) 设 BF(e) 成 立 .由 px X) «e 及 于 的 正则 性 ,存在 
<r 和 x 的 开 邻 域 族 | 忆 :a < wi ,使 得 jx} = Usa gl lash 
€NI c D ERAF x, 的 序列 .对 每 个 a < m HORE FC s 如 下 : 

KOT i Ë a E U,, 
<“ Umalis = Ud ed, XE EU. 
应 用 BFCc) ,存在 g C "o ,使 得 对 任何 a < p Afh g. 

令 $= |xuwtosnaEowl. 它 是 只 中 的 一 个 序列 .我 们 来 证 明 S rex 
Tracy foc" g AMET n FRAR) < g n) RRA 
Xa) € U,, BIS RFU, 内 .因此 53 的 每 个 从 点 都 位 于 5 内 .由 于 也 
是 条 件 紧 的 ,5 — EAMA p pE lUa «gl o Ix. BA S AE 
JA x, Bl S TEST x. 
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(2) 假设 BF(x) 不 成 立 .这 样 b= min] BI: BE % 是 无 界 集 | < x. 

任职 一 个 势 为 5 的 无 界 集 1 gs:& < 51. 用 归纳 方式 可 以 作出 一 个 
JG ES AP | fe 6 < 581, 使 之 满足 E< om eT SEIS Fe =0 
ATER fo f foo * go Mt a < be if: E < cl PA. AA fee 
«allligi£« ci I8 < b, Tz -HAR. FHA RE f, Ew, tE 
RA'fÁAd4'ax A Sca 成立. 这 就 完成 了 归纳 .由 1g,:a < BE RY 
无 界 性 可 知 | 大 :a < 5 也 是 无 界 的 . 

设 半 =[0,8)U (wxw), 这 里 [0,5) 表 示 所 有 < b 的 序数 .规定 了 
的 一 个 拓扑 如 下 ; 

(1) wx w 中 的 点 都 是 孤立 点 . 

(2) 当 aE(0,8) 时 ,对 每 个 py<a 和 和 m<w, 定 义 Ula,g,m) = 
(3,.a]U Ck, nik mf (E) «ne, CE PALU g m)ga, 
m € alf EJ E a 的 邻 域 基 . 

(3) 当 a =0 时 ,对 任意 m<w, 定 义 

U(0, m) = iol Ul(E, nik m,nfo( k), 
并 取 | U(0,m) i m < ol Eu o BRE. 

AR—PAART X RUA Lx in «ol ,对 每 个 n, 记 ALS Inl x 
e.c Y-sXUlz:n«wl.Bilx,MUCA - in) x mi:m«wlfEXA 
x, 的 邻 域 基 ， 

这 样 可 以 构造 出 Y 的 一 个 拓扑 ,现在 来 证 明 Y 是 一 个 局 部 紧 T 
空间 . 

a=0 时 , 若 m < mz, Ml U(O, mi) ~ UO, mg) = (kon): mike 
mongah k) RARE. BrEL UO, m) REIR 

a 20H], p< pea, m <m ll] Ula, qem) - Ula, mo, m) 
z(o plU Hk a): mek maf, (E) < nfi GTI On mA 
数 的 序 关 系 看 是 紧 的 ,而 第 二 部 分 是 有 限 集 , 所 以 UCa,7,m) 也 是 紧 
H. 

对 a, EAR an UCA,- In] x m) SUR. 

现在 我 们 来 证 明 D = wm x w 是 了 的 一 个 条 件 紧 子 集 . 设 5 是 D 中 
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的 一 个 序列 , 若 存 在 = 使 4. 门 $ 是 无 限 集 ,出 x, 就 是 5 的 一 个 外 点 .车 
THE 2 AS 是 有 限 集 ,对 每 个 8, 记 Ge = iUm. nins fe( m)1 ,这 
时 一 定 有 ,使 S06, 是 无 限 集 . 又 记 a = nfl 6: SN Ge 是 无 限 的 | ,这 
时 车 a =0, 则 易 见 0 是 S 的 从 点 ;车 a >0, 则 Y7<a, GS 有 限 .从 
而 任何 一 个 Ula, y, m) S 都 相交 ,于 是 a 是 5 的 从 点 。 

设 at 了 )= YU 1p}j 是 Y 了 的 单 点 紧 化 ,注意 lat 了 1 =5, 所 以 
d(p,a(Y)) « 6. 由 于 [xi;:n<wi 是 了 中 的 闭 离 散 集 ,a (CY) REIR RT, 
Fil ix, in ce KAT p. fet x, 都 是 wxw 中 一 个 序列 的 极限 .然而 
经 上 述 论 证 ,D = wx w 中 性 何 一 个 序列 都 不 可 能 收 合 于 p. 口 

利用 上 述 结论 ,Burke 和 Davis 证 明了 下 述 定理 . 

2.8.15 定理 (BF{x)) b X THESE YO «c, NL X 
是 Frecha 2/8]. L1 

2.8.16 ”定理 (BF(x}} 每 个 正则 的 feebly 紧 的 对 称 空间 XE 工 
有 一 个 稠密 子 集 , 它 的 每 个 点 «WA yl X) = w,; 则 XY 是 第 一 可 数 的 
(X FRH feebly HAH), HR X A AEREA ARTIE 
就 完全 正则 空间 而 言 ,feebly RSH RASH). 

2.8.17 定理 (BF(c}) 正则 对 称 空间 着 有 一 MMWR 
集 , 则 此 空间 是 第 一 可 数 的 . 


89 9- 序 和 Szenimiklosy S| 理 


这 一 节 我 们 介绍 5 序 的 概念 并 展开 一 些 讨 沦 .其 取材 主要 是 参考 
Fremlin 的 书 [1984], 5- 序 及 其 研究 是 Fremin 将 拓扑 学 家 们 运用 Martin 
公理 研讨 朱 扑 问题 时 构造 半 序 的 好 几 种 方法 概括 、 提 粽 出 来 的 .在 $10 
中 我 们 将 回 过 头 来 运用 本 节 的 结果 推出 一 些 重要 的 拓扑 结论 ， — 

2.5.0 定义 设 X, 了 是 两 个 非 空 集 ,SCXxY,i 记 P=[X]**x 
[Y]. ,规定 P 中 一 个 半 序 如 下 ， 

CJ) >K, DtcRAICOASIONN LCD, 
其 中 SDs U1 S( 2): 2 Ba 8 MIRO. 
容易 验证 ,到 确实 是 一 个 半 序 关系 . 由 于 这 个 半 序 是 与 $ Sr 
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关 的 ,所 以 称 它 为 关于 S 的 半 序 ,简称 SFE. 口 

2.9.2 引 理 说 {P, 近 ) 是 一 个 了 序 . 

(1) Vz€X,9, 2 1(,J) € P:s € Nl 是 P 的 稠密 集 . 

(2) GRC P 是 一 个 交 联 子 集 . 今 

= U1:(7, NER, 
则 对 任 一 (I, ER, 有 NSDI. 

(3) 车 SCORE LI PR o soo B. 

证 明 (D vi, D€ PAEGUIxI,ADE€QO,3FROID > 
UUlxl, D. Gre 0, RAEE. 

(2 i yOWNS(D MA ,J)ER, 使 YE J 了. 又 由 交 联 条 忻 ， 
FEK, L) [818 I], DR (KL E), QI JO S OK, D). RD y € P" cL, 
所 以 ye€rns(inDcJ. 

(3) 车 1SCX)1 =w, 风 | [8CX)]“*“| = w, 对 每 个 KEL SCIO]*, 
CHL DEP: JAS) = KL AA) a, h) E Ck, A 
(AU UL, AUU ÆC. IA Cy EELA. FEP = 
UlC;KC[SCO]? "HE o- XE. 0O 

2.9.3 定理 BO, 和 <<) 是 5- 序 . 

(1) 车 P 是 CCC, My «€ x, S(x) 是 可 数 的 . 

(2) AY x,Stx) 是 可 数 的 , 则 对 任 一 wi EP e, edb < nl, 
存在 不 可 数 集 4Cwl, 使 ;EE AL, I JU SCARE ARH, HAY E 
€A,g€ A, q« ERE ACL, IO RU k, hU ie). 

证 明 (D XHE— drh dyi): (a € SI 是 P 的 一 个 反 链 . 若 
PE CCC 半 序 , 则 它 是 可 数 的 .因而 5(%) 是 可 数 的 . 

(2) 由 名 系统 引 理 ,存在 不 可 数 集 Coo fe es EE CIE Jes FE 
C1 构成 A 系统 . 设 它们 的 根 分 别 为 1598 J RNA BARR eR 
的 4. 设 A, C C 是 一 个 序 型 为 a 的 子 集 ,A 能 满足 命题 所 述 的 要 求 .由 
FIA o. FAM = UISCIDIEE AL ETRE ER ee C] 
是 互 斥 族 , EMO- JD) x iden sS LT EEdERUN e Lf 
& € C, & XT A, 中 所 有 的 数 ,并 且 MD CU, 7) 20.9 ALL S AU 
(Eb. pe A, B p< £ WHR, J SUE LUA 
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需 验证 SUDARU J) c J, BEST EE SUING U RCSL) 
LRU - D] SG) Mc ys AU RU de) (S, Jy) A 
ES A-UIA:a «oi E A A 即 为 所 求 . o 
为 了 证 明定 理 2.9.5 和 2.9.6, 我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 
2.9.4 引 理 (MA x) CP, <)—T CCC OE. Quia eel 
一 族 稠密 集 , AE[LP]<*, 则 存在 P 的 子 集 列 | P,;i < ow) ,每 个 P; 是 定向 


B ACP.JER Va ce PANGA. 


证 明 XÜ PM See XEL fag 当 且 仅 当 dom gc 
dom f,JFH. y iC dom gs, 有 fCi)<g(i). 

WEER, <<) 是 一 个 CCC 半 序 .假设 Y c X 是 不 可 数 集 .此 时 
存在 =, 使 | |fEY:dom f= n+t1i| >w. 由 引 理 2.1.11, RPE 
仍 是 CCC 半 序 .这 样 , 必 存 在 f,g€E YD) PP, tE f, g BHA. BREUI X 
满足 CCC. 

Yn<w,acKn,> 

Dy, = (fE X:dom fom+1,f(m)€e Qat. 
对 任意 gE X, Ë dom g=k+1, m k< m AER GEO, EM 
. gli), igk, 
TO ke«izxm, 
M/E D, fg. domgh2m-1.8 Q, 的 稠密 性 , 取 9, C Q, as 
g(m) E X. 
. gli) igm, 
rofe ism, 
则 JED fg. PA Duam awa < a) X IEEE. 
Vp€A,m«o,S 
D,, = lf€ Xi3iCdon f- m,fit fli) = pl. 
V g€ X, 3E X. f fii dom f- (dom gUm) 2 FFA 
. gli), ¿Edom g, 
&o- [f i€ dom f - dom g, 
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JW FE D, fg. 所 以 Du:m<apE4i 也 是 天 的 稠密 集 族 ， 

上 述 两 个 稠密 集 族 的 势 都 不 超过 «. 于 是 存在 一 个 滤 子 C, 6 与 每 
个 Da, 每 个 Dy ABBE. 

令 P=tpEP:IfEC, 使 itlcCdomf,f(i)<pl. 

(1) P, 是 定向 的 . 设 p. q C P;, 则 存在 f,gE 6, 使 1+1cdom 了 和 
dom g,fliap.glilap. AF GERT, FE RE Chef, hag, F 
A hf sp.h(i)sg(0sa. fk P, EX r= ACC P, uEBI 
T P, 是 定向 的 . 

(2 Ya<w, 设 fE DIU) G Wig UR i+icdm f, E fie 
Q,. FRE (GC Pi;. 证 明了 PNQ. 

(3) vVpC A, E fe DU) G AU RE SC. TFE iC dom f- m, ffi) 
=p. TÉ pe slide P, WERT Ac UP. 口 

2.9.5 定理 [MA xk) X,Y ARERR SCA Y, ECAY), 
ZCY,f:2 一 入 是 一 个 函数 ,又 设 < 是 P=[X]**x[Y]“* 的 $8 序 , 满 
f: 

(1) CP, = )Æ CCC PO. 

(2 vyBC.5Ic[x]^",/^8 B-S(D ee. 

(3) XI i, 1E gx, Zl gek. 

则 存在 i :nn<w| ,!2,:n<wj ,使 得 

(1) Y-UZ.vVz€ X,n «e, nN Sr) 是 有 限 的 ; V BE .Dn < 
oA TN Bee. 

(2} Z= UZ. YeEX,n<w,Z,0 Se) PAR; yn, H z, wE 
Znz w Mf, (fl), wt S. 

证 明 Wx CX, 

QIU, DE Pic EH, 
由 引 理 2.9,2, 它 是 稠密 的 . y B€ E 
Qg - IG,J)€ PIC B 2j. 
BU, DEP. BA. FE y€ B- SCI). FRCL JUI y D s, 
JMC JU yi) E Qu. STU Qu 也 是 稠密 的 . 
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由 引 理 2.9.4, 存 在 由 定向 集 构成 的 序列 | P,:n < w| ,使 得 
(2, yD)iy€ S UIG), izi) E ZI CUP, 
并 且 P, 与 每 个 0,, Qu MBH. > 
We UME DEP, 
Y,- W,U(¥-S(x)), 
Z= lE Zf) lsh E Pa 
Wi SGOCUW, U V, = Y, UZ, = 2, i Zac W,c Y, 对 所 有 都 成 
3E. 
WET n flz€ X, FEU, J) € OL P,. et a iR 2.9.2(2),4 
ZASE RNAS) Wr sG)cWnsincJ. 
所 以 z, D S(2) YD 5(s) REAR. A BC UE n «oL WEE, 
D € os Py. FE 
Y(1B3W,[1B2J(1Bs6O. 
42 Z,, 0 
ZN SA TC WN Sz) cle}. 

由 引 理 2.9.2(2) ,对 每 个 e € Z, - fs] ,有 

(f(z),w)E S. ð 

2.9.6 定理 (Szentmiklosy 引 理 ) 设 X,Y EJERE, SC X YE 
By xO X,S(x) ERR, P= [x] xY], 和 是 P 的 5- 序 ,车 (P， 
和 所) 不 是 CCC PO, MFE Keg < wl| 和 | ELE < wl ,使 得 : 

(D {Ker€< ani CL X15" E Eie oil C LY] ERROR SA 
相同 的 大 小 ,并 且 YW 9 « £« eA LASD. 

(2) 对 每 个 不 可 数 的 CC U EZ £ al ,存在 可 数 的 DCC 和 a < 
wub 使 得 对 任何 有 限 集 M C [a e), DANIS): 8 和 MDAEXIB 
的 ， 

(3) 对 任何 不 可 数 的 CCU Ke: E ol fRIEILDOSCO)RSOI)RE 
可 数 的 . 
WB (I) 对 ij<w, 令 
AX = OR bes 8 < ats Re: wl ,| Lt < ow WEO, HHE 
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[Kel = i, l Lel =j SPA E <w, 成立.| 
我 们 来 证 明 存 在 i,j HE RD. 

因为 (P, <BR CCC 的 , 故 存在 不 可 数 的 反 链 |( ,Je):&< ni. 
由 定理 2.9.3(2) ,存在 不 可 数 的 4c ow, 使 |f; EE AL E CC 4 是 具 
有 国定 大 小 的 入 系 统 ,并 且 当 ECA SC ED A BEER (LU 
fF, Use). FER RANA, FU ILLU de) Ue JO PRERE, 
即 当 £C A, 9C EN ARR, 

SGpQnG,- J #2. 
AAMC y= mind, I= I, J = Jf, WEP 26 A- dtl, CEA 
Ny BUUR JUR SGE SONU CIA SCONG, 
-J =ø. 

Hale): < ol E A- ERDER AA 

Mua 7 ban 7 Di£wil € A, 
RE i= |h- j= |J- J GE BUS 8 [Lco - 1], 
| Jaco - 了 | 都 是 常数 ). 

B nz minlj:U 99 560 |, m = mini E: 2 D | FFI Ke, Le): € 
€ a] € A, WUT PRAY | Kes E «os | A Lere < ol| 就 满足 定理 中 (1) 的 
BR. 

GO CcCUIZ: E< wl .我 们 先 证 明 存 在 可 数 子 集 DC C la 
< wi: 使 1D 门 SCKe) ia £« wl 有 fip WARR, AAS LEAR 
的 ,所 以 对 每 个 a «o CFU de bo | RS. A a (EA 
有 限 集 MCE) CL aC) m) fS 

la) Wi «&a( gp) «a(£&). 

(b) V g«£,n(£) > mxM( o), CN Lm. 

fe} [ONCU tepine SHINE MISC Ke) FEME] =. 

只 要 注意 4= CNU] p:n < #1) 是 可 数 集 ,由 假设 {A 门 S( Ke):a 
&€« on DERI a 都 没有 印 , 所 以 一 定 存在 满足 (c) 的 有 限 集 M(E), 
归纳 是 可 以 完成 的 . 

现在 选取 y€ CN Lacey S 
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Le = Lacey ~ lyel Kg = UL Ke EE ME). 
因为 al ENER, | L's < on | EEE, RAW p c 68, 
minM(£) z alé) > maxM(q), 

BrELLMCE): € <an EEP. MAM K e: Eca EPAR. gee 
< w J hE en Lo TERE EM(E) fH nE 5( Ky) (Ada ( y) 
«minM(£) <0, HF COD BE EE yE Li (SCX) BORE y 5 
y, 是 不 同 的 ,因此 yE SCR C DISCE HRED g< g A L, 
NSK x 9. d k< o tEB = |E: K; = k RA EHE B 的 元 
SOLES B-1BO Ew. MiK an Lao) E< wltE 
下,。1. 这 就 和 an 的 定义 发 生 矛 盾 . 

现在 我 们 来 证 明 (2) . 

设 CcUIB:#< wl 是 不 可 数 的 ,由 以 上 所 证 ,对 每 个 上 可 以 妇 
纳 地 选 出 可 数 集 六 Mak) < ai, 使 得 D CC - UL Dj « kd enm 
B9 .JEH DN SCK):a(k) & £ « e UR fip. 
现在 令 D= UD, a = Supes, 则 对 任意 的 有 限 集 Mcle,w,) AEA 
k, 

DANCULS(K) FEMI) #2. 
于 是 DÜGOO SCORE 及 |) 是 无 限 集 . 

CIID 假若 (3) 不 成 立 , 则 存在 不 可 数 集 CC Ui Ka ecol ,使 得 万 
=1&:Ie 站 StC) = 名} 是 不 可 数 集 .归纳 地 取 y (0,00. Bg cR 
Arle) > 8(9),CN Kuo D. A lE = vl) aCe D. 

JE. £o, HX xg CN Kya. > 

Ke= Kio ~ Vcl L's = Leto. 
由 于 i (< ay AML (80:8 < oj 是 严格 递增 的 ,因此 | 和 ee< oil 
AiL eE < ol 都 是 互 斥 族 . 当 g< E A C) < Y(&), 因 此 存在 yE 
Lay MSC Kye) TER 0(9)€ D, B DAEX, yE SCC). FEE 
SKa- C) C SCR) RMN L.C SCC x 0 ARK, LE 
wot En AG m 的 定义 蔬 盾 ,于 是 (3) 得 证 . L1 
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$10 ”关于 遗传 CCC 空间 和 全 的 ,局 部 紧 空 间 
的 几 个 结论 


这 一 节 , 我 们 将 运用 §9 所 介绍 的 关于 S 序 及 Martin 公理 的 组 合 
命题 来 讨论 遗传 CCC 空间 的 性 质 以 及 局 部 紧 空 间 与 仿 紧 性 之 间 的 关 
系 ,其 中 包含 Szentmiklosy 关于 在 MA «4 CH 下 不 存在 第 一 可 数 工 空间 
和 不 存在 紧 S 空间 的 证 明 Lane 关于 MA +7 CH 一 全 正规 局 部 紧 .局 部 
连通 空间 是 仿 紧 的 以 及 Rudin 关于 MA uwi 一 全 正规 流 形 是 可 度量 的 等 
结论 . 

2.10.1 定理 (MA œ) 设 Z 是 一 个 正则 空间 ,Yc 7 是 遗传 CCC 
不 可 分 子 空间 , 则 存在 不 空 的 DC 了 ,使 得 对 每 个 © D ,rxx(z,D)> 

(这 里 的 my (2, ORRA 2 在 空间 $ 中 的 x RER, ry (2,5) = 
mini A: ZE $ PRR, OE D. yz HRV, BEZ BC VI.) 

证 明 (1) AA YO a BT A tolc 
Y, 使 得 对 任何 £, r Eley él. AW Z 是 正则 空间 ,所 以 可 取 开 
A G CZ, lE € Gz, MEN x29 < Et” = S,H Wea bine F< oy} WI 
SHER Cov. CN w quien fm. 而 对 不 可 数 的 ECW, 
存在 可 数 的 DCE MBM H JE PRERE, B HN Dz 人 多时, DNA 
是 不 可 数 的 .不 然 的 话 , 就 会 存在 一 个 开 集 所 ,使 HN E 是 可 数 的 ,这 
At, (HoN E) -也 是 可 数 的 . 按 归纳 方式 我 们 可 以 对 所 有 % < wi 作出 开 
集 H [fL E -(CUTED HE 71)-] 门 是 可 数 的 不 空 集 .对 每 个 
SER wE GRO E) - (ULEN Big « 对)-, 则 

(ws: get El” dwp El Ulw,:g» et. 
显然 we Elgg < gl AAM, we € We. HO mig» 67 20, 
WI He wu: 6| D. RERE q> 上 ,使 w, € ANE 3X w 的 
选 法 不 符合 ,所 以 四 iw,» 全 .这 就 证 明了 Twe: & < coy | REY BB 
一 个 离散 子 空间 ,与 关于 了 的 假设 矛盾 . 
134 


(2) & 8 =Ul(G NW) xlel:é«mlcWxw.EP-IW]*"x 
[o], RE S- FE OU CP, < RAE CCC AY. ARASH, HER 2.1.9, P 
有 Precalibre wi, TÆT ERIA CC o tE R =al EDN: EE 
Cl 在 P 中 是 定 心 的 ,由 引 理 2.9.2(2), 注 意 U tet EE C = C, 对 任何 
(lel IEDER A CP SC CIEL FES 96, m 6€ C BER, 
Qe S,Bj xe € 6, RRM |, 6€ Cl 是 离散 的 ,与 了 的 假设 矛盾 . 

(3) 因为 S 的 每 个 垂直 截 蝇 S(x) = fiero ONG CE+1 都 是 
可 数 集 , 应 用 Seentmiklosy 引 理 2.9.6, 存在 互 斥 族 | 不 :8E< al C 
[W] <A RR Ler < anl Cfwi]“", 使 得 对 任 一 不 可 数 的 C Cc 
UIK: Ecol, dE: DISCO) #1 是 可 数 的 .于 是 由 (1) ,存在 不 可 数 
Æ DcCUIK:E«a BY EZ 中 的 与 D 相交 的 开 集 时 ,DN 有 H 
是 不 可 数 的 . 令 Ve= UG, cE Le} WAF CCW CN VE= 人 名 当 且 
仅 当 对 所 有 的 a€ L ACHE, =G,4A(4 LÜOS(GC) = 名 .这 样 , 若 
HcZEARM AND eS MAS: DN 站 HN Ve =O) =]: nns 
NH) = 亿 } 是 可 数 的 . 

(4) MEH 2€ D- .假若 xy (2, Do) co, WEE Z 中 的 开 集 序列 
1 乓 :na< wi, 使 得 Yn, 有 到 门 zz 多 ,并 且 = 的 任何 一 个 邻 域 都 包含 
FET HOD ER RS Be Cc DPD, 使 zE C. C 可 数 , 于 是 存 
E eCoi El REE GAC = 二 | 是 可 数 集 .又 因为 | Ls:& < 
wo EEEE, lE: VN C 类 如} 也 是 可 数 的 .再 由 (3), 对 所 有 n,1&:D 
PL Ve 站 十 沽 多] 是 可 数 的 ,所 以 存在 £u EC = 8 HAMA 
I n DNV NH, «ORT EH, 2€ C,Z ~ V. 是 z 的 邻 域 ， 
EMBASE DOH, KTH SIEM T zy (z,D)>w. 口 

作为 上 述 定 理 的 直接 应 用 ,我 们 可 得 出 下 面 几 个 结论 . 

2.10.2 定理 (MA a) (1) UE X BEM, WE CCC 空间 , 若 
人 (二 四, 则 三 是 遗传 可 分 的 (Szenbmikloay) . 

(2) 设 工 是 全 的 ,局 部 可 数 紧 的 遗传 CCC 空间 , 则 下 是 和 遗传 可 分 
i. 

(3) WE X ED) ,遗传 CCC 23 8). 35 X RA — 1 38 E TE LAS 
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X T; 空间 , 则 蕊 是 遗传 可 分 的 . 

证 明 (1) 是 定理 2.10.1 的 直接 推论 . 

(2) 由 定理 2.5.3 Weis 的 结论 ,下 是 全 的 ,局 部 紧 T, 空间 ,于 是 天 
是 第 一 可 数 的 ,yx(3) = FL BB, 

(3) HE 无 可 以 窒 人 一 个 遗传 正规 的 紧 了 空间 Z, 若 了 不 是 可 分 
的 , 则 Z 也 不 是 可 分 的 ,由 定理 2.10.1, 存 在 Dc 2, 使 得 对 任何 2C D, 
my(z,D)>0.% Y= D,W] Y SEEM, 38 f CCC 的 紧 TS 空间 ,并 
Hyz€ D,x(z, Y) > a. XA L. Juhasz[ 1980] 489 3.20, EXE Y Bl 
10,1: EATER o. AY FUR T; 空间 , o 是 闭 映射 ,而 遗 
传 正规 性 在 闭 映 射 下 是 保持 的 ( 见 Engelking[ 1977] 58 96 页 ) ,这 样 
10,1] ^36 Re it fe ELH. SR ili] Tychonoff 板块 能 组 人 到 [10.1 作为 其 子 
空间 ,而 它 孝 不 是 正规 的 ,这 就 导致 了 矛盾 ,于 是 (3) 得 证 . 口 

2.10.3 定理 (MA+- CH) 设 氏 是 局 部 可 数 的 空间 ,XI <e, X 
BIBAT TS ZA 2, 而 2) =w, 则 下 可 表示 为 可 数 个 闭 离散 子 
空间 的 并 . { Balogh[ 1983]) 

这 里 ,i(X)}= wminlx: YACF 和 xEA,ICCA, Clee, rE 
C1 称 为 空间 X ASABE (tightness) . 

证 明 + 

EIF: WAZ 中 的 开 集 ,Wc2,| WAX) swt, 
2 iV VAZ 中 的 开 集 ,VYc2Z,j WE 使 Vc |， 
则 eer eR RHR BHA. Reo KH [IEEE ec XC US. s 
={(U, 2): VER «cEXN UI CH XO S Bae REL SUE 
RAE. WP-ISj"xIX]",WADA S-F. SEAR (CP, <=) 42 CCC PO. 
若 不 然 , 则 由 定理 2.9.6(2) ,存在 [ 史 ]*” 和 [下 ”的 互 斥 族 | KK:& < 
| Lal ,使 得 对 每 个 不 可 数 的 CcU llei <w], FE a< 
en EICAS Kasio A fp. 
kE UKE 2 
这 时 SCR} = cX. AS 
F=f >al, F=U|F, ta <a. 
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Hi Fra < ml| 是 上 升 的 闭 集 序列 ,而 eX) w, FTA F EZAT 
集 ,因而 是 紧 集 .又 因为 CVU CUM FCUM TERE VE 
使 FC 多 .然而 wx BR TÆ C= Uieil- WR 
不 可 数 的 .由 定理 2.9.6(2), 存 在 a < o ECA Vera g8 < a) A fip- 
于 是 存在 E NiC Vio m 6« aol. 但 由 只 的 定义 ,有 CF, Me 
€ W,BM FCW SRR dum. 

对 (P, e) FAME 2.9.5(1) ,这 时 X 可 表示 为 三 = Ux, ET 
n AUER, X NUAX NSU RAS mI. AA ede x MINI, 
所 以 每 个 X, AR. 口 

2.10.4 定理 (MA o) 设 瑟 是 紧 T 宅 间 ,1(X)=w. 若 了 CcX 是 
utte CCC 空间 , 则 了 也 基 遗 传 可 分 和 遗传 Lindeluf 的 . ( Szentmiklosy 
[1980]). 

证 明 由 定理 2.10.2(1), Y 是 遗传 可 分 的 ,假如 了 7 不 是 遗传 
Lindelöf 的 , 设 Z 是 Y 的 一 个 子 空间 ,使 得 ZA— TARE 多 多 没有 可 
数 子 覆盖 . 这 时 可 从 Z PEH |g a1 ,从 多 中 选 出 TGe: eal ,使 
iive neZ-Uitc,g«el. o We laf <a) HMB E, GI 
下 是 可 煞 的 ,因此 子 空间 W 是 局 部 可 数 的 .由 定理 2.10.3, W = UT, 
是 可 数 个 闭 离散 集 IP. 的 并 .这 时 存在 n, fE W, 是 一 个 不 可 数 闭 元 散 
集 . 它 与 了 是 遗传 CCC SHAR. 口 

2.10.5 引 理 (MA w) Wb x BSH, RR n 空间 ,2 = XU 
im| 是 工 的 单 点 紧 化 , 则 8 是 序列 空间 ,特别 地 , 2 有 可 数 紧 度 , 即 
t(x) =m. 

证 明 设 4 是 Z 中 的 一 个 序列 闭 集 .要 证 明 4 也 是 2 PAR, 
首先 注意 蕊 本 身 是 第 一 可 数 的 ,由 于 4 门 天 是 下 中 前 序列 闭 集 , 从 而 
TÉ X PHAR, BoC A, WOR A 是 Z PHAR. Boe ABL A= 
AD X, A 中 的 任何 序列 在 2 中 有 从 点 p, 但 4 是 序列 闭 的 ,所 以 点 不 
Sho Mt XPM pA x, RH ABZ 中 的 可 数 紧 子 集 .由 
定理 2.5.3,4 是 紧 的 ,从 而 4 是 区 中 的 闭 集 . 口 

2.10.6 定理 (MA wun) 设 丰 是 全 的 ,局 部 紧 的 CWH Zu], RU X 
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可 表示 为 一 族 a 紧 子 空间 的 拓扑 和 ,从 而 X déc (UR RO. (Balogh 
[1983]) 

证 明 (D 假定 存在 具有 紧 闭 包 的 开 集 序列 1 Ge; &E < wi} ,使 多 = 
Ui GerE<ayl. > 

C= ll: UlG,:9< RRR. 
今 证 明 Cc o, 不 是 平稳 集 .对 每 个 EE C, 取 wE(UIG:9<Eh) - 
Ui Gyr < El FPR a(S eE Gua. it 
F-2|itiyg€ CN a(g) < El= 1é:a( CNA cEé!, 

则 由 Kunen[ 1980] 的 耳 .6.13, 下 是 一 个 cm .假如 是 平稳 集 , 则 CN 
下 也 是 平稳 的 . 注意 当 p ELS CO FILA alg) <$, 所 以 x, € 
GT xg € Gus TREE gE CN Fi 是 局 部 可 数 的 ,由 引 理 2.10.5 
及 定理 2.10.3, CP) F 可 表示 为 UG ,使 {xe: EE Ca) A, 是 离散 的 .又 
因为 X 的 每 个 开 集 是 F, HE LA, 是 离散 的 ,所 以 A, 是 闭 子 空间 4, 中 的 
FR, TETE A PARR Ca BEAN Cr =A N Ga B Ge = UF an 
FEF AX PHAR. G Anm = An N Fam WAD Anm = An Fam = AN 
Fpa = ham 所 以 4s 是 下 中 的 闭 离散 集 .而 A, = UAn IE Can = |E: x 
€ A1 COF EFH, RE n, m, fË D = Co 是 平稳 的 ,| xs: FE 
中 是 闭 离 散 集 . 由 的 族 Hausdorff E, FFE RF 7E SR | He 8€ D], 
i E H MRM EC DD 成立, 对 每 个 8ED, 由 eC (UIE: 9 < 
EL)” ARTE FCD < ELTE HN Gro D FREE Pressing down 引 理 , 存 在 
€ o, lE D = {£6 Dif(z) = EL AR A EER ECL Ge: &E D'I 
是 CG 中 不 可 数 个 非 空 开 集 , CNRME FAR. ER er 是 紧 的 全 正 
规 空间 ,由 定理 2.5.2, G4 是 遗传 CCC 的 .这 两 者 之 间 的 矛盾 说 明 C 不 
是 平稳 集 . 

由 于 《不 是 平稳 集 ,这 样 就 存在 一 个 Cub 号 Cowl C. 不 妨 设 0E 
E,EziB(£):e«wl. 

Yer UlG,:g«gCe e DE -UlG:ge COM, 
则 | 天: & < wll 是 外 的 一 个 划分 ,由 于 RC EE C, AEU IG: 
BCE BAAR. FAX = Ol: £« wl 是 的 拓扑 和 ,每 个 Y, 是 局 
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部 紧 的 全 的 正则 空间 .由 引 理 2.10.5 种 定理 2.10.4, Y, EHE Lindelof 
局 部 紧 空 间 , 从 而 下 是 o 紧 的 ， 

(2) 现在 我 们 来 证 明了 可 以 表示 成 一 些 子 空间 的 拓扑 和 ,其 中 每 
一 项 都 可 以 用 不 超过 wi 个 紧 开 集 所 覆盖 . 这 时 再 应 用 (1) 中 所 证 得 的 
结果 就 能 完成 整个 定理 的 证 明 . 

归纳 地 定义 由 非 空 开 集 组 成 的 互 斥 族 序列 i 1 C NL E< ed Th 
下 ; 

(ED EME TSP a EN, geil & 
FEEX-UIUS:nC€N,g«tl. 
Wt AS BP, Te et RRR AAR FR RR. 这 时 
每 个 HC, 都 是 可 分 的 . 

Bist ENE H TR, > ALT [xf HC | AL 
离散 集 , 它 可 以 表示 为 Al = Uag. 其 中 Ad ERGE. B:n EN] 
是 | 全 :EN 的 重新 排列 .注意 WUB& = U LAE: ILE NI = Ia: iCN, 
HC. EUA HAGE, RABAT. EE FL 的 稠密 
SAT X RÜSSDRBURDCWH 的 ,对 每 个 ma, 可 以 找到 一 个 互 斥 的 , 相 
SFT SE BEC U 足 . 这 样 就 下 以 继续 进行 归纳 ， 

今 证 明 FEU SEN, Eco [EX PERSE, BI Fe = 4. (im 
H x€ LEES |. x 的 一 个 紧邻 域 7, 则 了 是 遗传 Lindelaf 的 ,而 
[Fe E< wi 是 下 降 闭 集 序列 , 故 存在 5 < of VN FE = VN Fee 3 
BE VP FEOCUISE REND =O. Mi YACU BE: nN} ) = 9. (HB 
知 U J& Fy WARR, UA VO Fy = SG ERFA. 

d HOGA HARE, BE H d CCC 的 .对 每 个 mn,E, 有 

116;C€ FANG e 2 | | <a. 
从 而 
{CER HG cw. 
HH, GEZ X H~C4ARM CNH eS. MEPS CMS OS 
元 不 超过 mi 个 ,于 是 Xe= UU 多 有 由 相对 紧 开 集 组 成 的 势 < wi RS 
由 (1) 可 知 下 可 表示 为 由 = 紧 子 集 组 成 的 拓扑 和 国 x, ia € AT. 
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{3) 由 于 每 个 X, Bo 紧 的 ,所 以 它 是 强 仿 紧 的 ,这 就 证 明了 X th 
是 强 仿 紧 的 . J 

利用 上 述 定理 ,我 们 来 证 明 D. Lane 的 一 个 重要 结果 . 

2.10.7 定理 {MA a) 设 瑟 是 全 正规 ,局 部 紧 , 局 部 连通 的 空 
间 , 则 外 的 每 个 连通 分 支 是 开 的 o 紧 集 ,从 而 是 仿 紧 的 . (Lane 
[1980]) 

证 明 X AcX 是 闭 离 散 集 ,由 于 的 全 正规 性 ,存在 下 降 的 开 集 
序列 Hn ON] BEE Hasi CHa HENA = NH, = 4. 对 每 个 a€a, 
取 x HI— TAEEROT SR UO A = 1x] Be U, 的 边界 30 是 
一 个 紧 集 ,并且 与 4 不 相交 .这 样 ,存在 n(x) tE 

ƏV, N Face =, 
由 于 天 是 局 部 连通 的 ,因此 它 的 开 子 空间 UO Mco Ae. 
设 G, EUN Ho PRAA s HEDDA, G, AFU N BG 
也 是 不 中 的 开 集 . 设 x y C A xe y MB ale) nly) A G c Hy 
C Hat.) BIA G,19U, = 名 ,注意 C, 是 连通 集 ,y €. 已, 即 GL C UL 
成 立 .这 样 就 必定 有 CU, = 0, ATi 6,6, = 名 ,于 是 | GI € AT 
是 分 离 4 的 互 斥 开 集 族 .这 就 证 明了 XX 是 CWH 空间 . 

现在 应 用 定理 2.10.6, 半 可 以 表示 为 一 族 开 的 oc- 紧 子 集 的 拓扑 和 . 
设 吾 是 其 中 一 个 项 ,是 局 部 连通 的 , 它 可 以 表示 成 它 的 备 个 连通 分 
支 的 拓扑 和 .二 又 是 5s- 肾 的 ,所 以 这 些 巡 通 分 支 也 是 e 紧 的 ， 口 

我 们 把 Lane 的 结果 与 下 面 的 已 知 结果 作 一 对 照 ， 

EMA (1) 全 正规 ,局 部 紧 , 局 部 连通 空间 关于 次 亚 紧 闭 子 集 是 


族 正规 的 . 
(2) 全 正规 ,局 部 紧 , 局 部 连通 的 次 亚 紧 空间 是 仿 紧 的 . (Reed, 
Zenor[ 1976] } 口 


定理 B (1) 正规 ,局 部 紧 , 局 部 连通 的 次 亚 紧 空间 是 仿 紧 的 . 
(2) 正规 ,边缘 紧 , 局 部 连通 的 次 仿 紧 空 间 是 仿 紧 的 .(Gmenhage 
[1979]) 口 
定理 4 是 一 个 相对 而 言 比较 早期 得 到 的 绝对 性 命题 ,定理 B 则 是 
在 2FC 系统 内 对 定理 A 作出 的 一 个 重大 改进 (去 掉 了 "全 "的 条 件 ). 
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D.Lane 的 结果 则 是 借助 于 MA wl 去 掉 了 定理 A 中 关于 次 亚 紧 性 的 要 
求 .利用 Lane 的 定理 ,可 以 很 容易 地 得 出 全 正规 流 形 的 可 度量 性 . 

所 谓 流 形 , 指 的 是 一 个 连通 的 7; 空间 外 ,其 中 的 每 一 个 点 x 都 对 
应 有 一 个 邻 域 , 它 同 脖 于 某 个 n AREE E R^. 1935 4F Alexandroff, 
1949 年 Wilde 先后 提出 过 全 正规 流 形 是 否 可 度量 的 问题 . 1976 年 
Rudin 和 Zenor[1976j 在 CH 下 作出 了 一 个 不 可 度量 的 全 正规 流 形 . 他 们 
所 用 的 方法 类 似 于 构造 Kunen 线 的 技巧 ,但 涉及 流 形 同 是 的 -一些 结果 ， 
论证 也 较为 繁复 .读者 可 参看 Nyikos[ 1984]. 1979 年 Rudin[ 1979b ] 在 
MA+~ CH 下 证 明了 全 正规 流 形 是 可 度量 的 .Lane 定理 的 原始 论证 实 
际 上 是 Rudin 技巧 的 一 个 改进 .定理 2.10.7 的 论证 则 是 更 新 一 些 技 巧 
的 应 用 . 

2.10.8 ”定理 (MA a) 全 正规 流 形 是 可 度量 的 . 

证 明 B XE RERNE, M 互 是 局 部 紧 , 局 部 连通 ,局 部 可 
度量 的 .由 定理 2.10.7, 天 是 仿 紧 的 . 而 仿 紧 的 局 部 可 度量 的 空间 是 可 
RS. 口 

实际 上 ,MA :一 每 个 全 正规 流 形 是 可 分 度量 空间 . 这 是 因为 它 是 
连通 的 ,所 以 具有 -一 个 连通 分 支 .定理 2.10.7 HE o RYT o- 紧 
的 度量 空间 显然 是 可 分 的 . 


§11 Martin SES S-L 问题 


在 第 一 章 我 们 介绍 了 S 空间 与 5 空间 的 概念 ,而 且 用 CH 构造 了 
多 种 具有 漂亮 性 质 的 5 空间 与 工 空 间 , 在 这 一 章 , 我 们 已 经 看 到 Martin 
公理 在 许多 方面 起 着 排除 5 空间 和 空间 存在 可 能 性 的 作用 . 推论 
2.3.2, 推 论 2.3.4 排 除了 Lusin 集 和 Sierepinski 集 的 存在 .2.1.12 排除 了 
Suslin 线 的 存在 .定理 2.1.5 指出 了 不 存在 局 部 紧 的 上 空间 .2.10.2 指 
出 不 存在 第 一 可 数 的 工 空 间 .2.10.4 实质 上 也 表明 不 存在 局 部 紧 的 S 
空间 .这 一 节 我 们 将 给 出 两 个 进一步 的 结果 , 即 在 MA - CH 下 ,第 一 
A gs 中 所 说 的 命题 人 和 y 都 不 成 立 . § 10 中 所 说 的 HFD 和 HFC 也 都 
不 能 存在 .因而 用 + , + 或 HFD,HFC 来 产生 5 空间 和 和 工 空间 也 是 行 不 
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通 的 . 

2.11.1 定理 (MA w) — 不 成 立 . (van Douwen,Kunen[1982]) 

证 明 回忆 一 下 , + 指 的 是 下 述 命题 : 

(+ ) 存 在 序列 {x 1a < eil Cw) ,使 得 ， 

(D a < Bx Z xg. 

(2) v I€[m]"^, 32, 8€ Ha < Ps %g x. 
为 证 明 y 不 成 立 , 就 需 训 证 明 ,对 任何 一 个 给 定 的 .满足 条 件 (1) 的 序列 
[xa < ond 存在 JE [0n] fea yo 8€ Pon e BED x, gx. 

现在 定义 

PzipE[le]*":V a BE pase B, ro xal, 
并 规定 
P*xqeqcp. 

今 证 明 (P, « ) 是 一 个 CCC PO. BECP, c ) 存 在 一 个 不 可 数 的 反 链 ,由 
人 系统 论证 和 钥 第 原理 ,可 以 作出 一 个 反 链 |po:a < od ,使 它 满足 : 

(3) Ya,1ps1= nln 是 某 个 固定 的 自然 数 ). 

(4) V a « B, max p, < min pg. 
& S? (o WALA Cantor fh DEAT P Cu)" E— TR EE BE I] PETS a 
€ on M y, € Aw)" EH CD: inl = {re fE pl eX 

F,-2 d s€ Ca)" RF ilieie nA EC p, A DEL , il. 

注意 区 间 [ 台 ,xsj 既 是 Vietoris 拓扑 中 的 开 闭 集 同 时 也 是 Cantor 拓扑 中 
MAS ,因而 F, 也 是 Aw)" 中 的 闭 集 ,这 样 由 (1),(3) 得 到 

(5) a < By, € Fy. 
3 0), (3) Rt pa» pa 不 相 容 可 以 得 到 

(6) a < p= y, € F,. 
由 于 各 个 F, 是 闭 集 , 综 合 (5) , (6) 便 得 到 

(D a«fzy, EC y:a< yea). 
XXFÉ iy ia < wll 就 是 2(w)" 中 的 一 个 非 Lindelif 子 空间 .但 P w)" 
是 紧 度 量 空 间 , 从 而 是 选 传 Lindelof 的 . 3X1 2P JE LED CP, =) 22 CCC 
的 . 

142 


BB Jedlalia<w,|. 由 定理 2.1.8, 存 在 IE[J]”, 使 了 是 定 心 
的 ,于 是 对 任何 不 司 的 fa1, IBI C LESE ve Pm yctal.ralfl, 
即 a,BEY. 于 是 se 区 好 .所 以 命题 + 不 能 成 立 . 

BLA 4 — 4 ,所 以 MA m A ERRE. 口 

为 了 证 明 在 MA «4 CE 下 HFD 和 HFC 不 存在 ,我 们 先 给 出 Silver 
的 一 个 结论 . 

2.11.2 引 理 {MA +7 CH) HEŠ |A n< wl CCo) TE E 
Ele], EEN Ane ELE RT RAN lo- Ain C EEA 
"TER. 

WA Iaca? B, = inr € AI. FB E XX ax 
wl| ;使 它 满足 ;(1) Yo, X, C [o]71(2) Va, RA X, C B, MA XC 
w - B,i(3) a < Boxe c X. 

当 a=0 时 ,车 Bo BARR UE X= Bo, 否则 取 X4 w- Bo. 现 
设 1388:8<ej 已 经 定义 好 . 设 Xx E (a) Pw) / Fin 的 投影 , 则 
1xe:B<al 是 一 个 由 非 人 元 素 组 成 的 下 降序 列 .因为 P Cu) Fin 有 性 
质 丁 ,, 叉 所 有 的 xp>0, 所 以 存在 xEFLw)/Fin, 使 0< x< 所 有 xg. 设 
X Rx 的 一 个 原 像 , 则 碟 门 有 B 2X X - B, 之 一 必 是 无 限 集 . 取 相应 的 那 
个 作为 X, ,就 完成 了 归纳 过 程 . 

现在 | 无 :a « el (Aw), c * ST FEE wj 序列 ,由 MA w, 
存在 无 限 集 XC Pl w) XC’ X, 对 所 有 的 a < wl 都 成 立 , 期 1 不 
五 :< wl ciel”. MARERA, TE SC Le, AAR Pow, 
使 得 :(1) Va€CS, X, CR RNa ES, X Co- B,)i(2) Ya s, X- 
X,-F,$ E=-X- F WaCEW,A ncXcB,. B acA (GE nc X, 
Co - B, Bl aE a, - A). FÆ 

SCA, n nE El GE Sco - A:nE El). Li 

2.11.3. JEXE(MA + CH) 不 存在 HED. 

证 明 设 XC2% 是 一 个 可 数 无 限 集 . 记 下 = 站 a,i) :a < wi=0, 
1.96 | F| = wi 对 xEX, 记 4 = (fe Fix € [f]l. B Silver 引 理 
2.11.2, 7876 Y€ [ X]* dE S- Md Axe Yl T2 ll F- AxecYIZ 
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一 是 不 可 数 的 ， 

(1) 着 5 不 可 数 ,注意 fE S v xC Y. JC AA y oc y, sc [f] 
Yc[f]1.BXI51 = mi, 所 以 对 任何 a < o, ETE E> o 和 1 使 了 = 1C, 
i)es.TE Y¥c[s].% g=i{i(6,1- i], W yn[g] 2 e. 

(2) E TA IER J€ TOv 4€ YSE Amy sc y, « &[ f] 
2Ynifs9.BSITI = ol, 所 以 对 任何 o < wl, 存 在 E>a 和 i, 使 f 
=e, OIE T. FE Yn[r])-9. 

这 就 证 明了 ,不 论 何 种 情况 ,了 都 不 是 尾 性 稠密 的 . 口 

2.11.4 定理 (MA+2” CH) 不 存在 HFC. 

证 明 Ub X-ix:a«clc2n,M-ld£:n«ell cw, 对 任何 
(a, iE wx {0.11.4 A, = ix, € Xix,CEL) = il. Hi Sliver 3] 8 2.11.2, 
存在 无 限 集 Eco {0,11 48 S-CliA (n. de ELRA TSDIx- 
Aw;《n,i)EEIl 是 不 可 数 的 . 

(AES, WY a DEE, A x, C Ag A x €[10(5, 211. T 
& Schipts Oa, DEE ,这样 我 们 有 

SDhCGUILICR T - DEI T:G, DC ED - 8. (*) 

(2) E nET, Wyn DEE, S x EE DI]. FE x € 

Ul£iC& Iia, DEE RRNA 


TACUILICE DI Tin, DEE - €. (x x) 
Cx ) 或 (* * ) 中 的 并 显然 是 一 个 良性 臂 分 的 开 集 . 木 论 何 种 情况 , 它 者 
不 是 X 的 尾 性 覆盖 ,所 以 《不 可 能 是 HFC. 口 


但 是 MA +a CH 并 不 能 绝对 排除 S 或 工 空间 存在 的 可 能 性 . 
Todorcevie 甚至 已 经 证 明了 存在 第 一 可 煞 的 S 空间 与 MA + CH 是 相 
容 的 .他 还 进一步 证 明了 MA c, 与 TOP(Thining-out Principle, [BEES R) 
相 结合 可 以 证 明 不 存在 S 室 间 .而 已 知 MA mi 与 TOP 是 相 容 的 (它们 
都 可 以 从 PFA(Proper Forcing Axiom) 推 出 ,但 Con(MAw, + TOP) 的 证 明 
可 以 不 涉及 大 基数 .这 是 与 Con(PFA + ZFC) 的 证 明 所 不 同 的 ) .最 后 , 关 
于 不 存在 工 空间 是 否 与 ZFC 相 容 , 途 今 还 没有 得 到 证 明 , 所 以 有 些 学 
者 倾向 于 有 可 能 找到 上 空间 的 绝对 例子 . 
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$12 后 ic 


I. Matin 公理 的 其 他 一 些 应 用 

一 、 关 于 正规 Moore 空间 和 广义 度量 空间 

这 方面 的 一 些 结果 , 可 参看 文献 Tall[ 1969 ], Cook [ 1976] , Akter, 
Przymusinski[ 1977], van Douwen, Wage [ 1979], Gruenhage [ 1980a ] , Reed 
[1980], [1986], van Douwen, Lutzer, Pelant, Reed [ 1980], Malyhin[ 1981], 
Balogh( 1982], [1985] , Foged[ 1986] , &b T [ 1994 ] , Burke, Davis[ 1984] 2. 
兹 举 数 例如 下 : 

2.12.1 1976 年 Cook 宣布 ,在 MA +7 CH 下 ,存在 正规 Moore 空 
间 , 它 的 平方 不 是 正规 的 ,但 这 个 结论 没有 正式 全 文 发 表 ,1986 年 Reed 
才 正 式 证 明 这 种 空间 的 存在 . 

Alster, Przmysinski[ 1979] 在 MA 下 证 明了 ， 

2.12.3 定理 E X REM, RRK, TA Moore 空间 , 则 x 是 正 
规 Moore 空间 . 

2.42.3 EX XARA RSA ,如 果 对 X HE TES 
多 ,存在 局 部 有 限 的 开 睁 盖 多 ,使 FmHA iS, Z): xE X}. (Reed 
[1980]) 

Tall [ 1969] 证 明了 : 

2.12.4 3EJE(MA +7 CH) FERTI ERIM, EU p EH 
Moore 空间 . 

Reed[ 1980] HEA T : 

2.12.5 定理 (MA+-” CH) 存在 星 加 细 仿 紧 的 Moore 空间 , 它 不 
是 正规 的 . 

Reed[ 1980] 还 证 明了 : 

2.12.6 定理 (MA+"~ CH) 存在 可 数 仿 紧 , 非 正规 的 可 分 Moore 
空间 . 

在 Gruenhage[ 1980a] 中 ,他 证 明了 : 

2.12.7 XEXE(MA) $< c 的 全 正规 ,局 部 紧 空 间 是 Moore 空间 . 
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(MA +7 CH) 全 正规 ,局 部 紧 空 间 若 相对 于 紧 集 族 是 族 正规 的 ， 
则 它 是 仿 紧 空间 . 

Balogh[ 1985] 放 弃 了 全 正规 这 个 条 件 ,得 到 如 下 结果 : 

2.12.8 定理 (MA a) E XERA o 的 第 一 可 数 TS 空间 , 则 
下 或 者 是 Moore 空间 ,或 者 X BLAU e, HERE. 

在 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 存在 性 方面 , Navy | 19??] 证 明了 : 

(MA +7 CH) 存在 仿 Lindelif 的 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 . 

而 Gruenhage| 1984b] 则 证 明了 ， 

(MA +7 CH) 存在 局 部 紧 、 连 通 的 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 . 

2.12.9 定理 (MA) 势 <c 的 有 = 点 有 限 基 的 空间 是 全 的 和 亚 
紧 的 . (Fleissner, Reed[ 1977 }) 

2.12.10 定理 P(c) s 离散 的 CWH Moore 空间 , 它 不 是 
伪 正 规 的 . 

《 工 称 为 伪 正 规 的 ,如 果 对 任何 一 个 闭 集 4 和 与 它 不 相交 的 一 个 
Peo HARE FEARS 4 和 8 的 不 相交 开 集 .) 

Po) 一 存在 一 个 有 性 质 D 的 Moore 空间 , 它 不 是 伪 正 规 的 . (van 
Douwen, Wagel 1979]) 

2.12.01 X T8 f 8 5775s [a] ASE, Balogh [ 1982] 得 到 下 述 相 容 
性 的 结论 : 

(1) MA +7 CH 一 存在 0 维 ,Tz,Lindelaf, 遗传 仿 紧 , 第 一 可 数 的 遗 
传 强 之 空间 , 它 不 是 o 空间 . 

(2) MA +7 CH 一 存在 可 分 ,Lindelif 的 遗传 强 于 空间 , 它 不 是 " 空 
间 . 

(3) MA - 4 CHS Mc(-9,m),u«IMI <2, W] M 
Alexandmff 复 本 A{ 对 ) 是 过 传 仿 紧 的 空间 ,从 而 是 遗传 强壮 空间 ,但 
它 没有 Gs 性 质 , 从 而 不 是 o 空间 . 

2.12.12. 定理 (MA+- CH) 存在 不 是 单调 正规 的 态 委 -空间 ， 
(Foged[ 1986 ]) 

二 、 XCTREUERDE RO EC E 

2.12.13. X fi a, SIEM OE X CHE o, 个 零 集 之 交 是 零 
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E. 

Cigogidze[ 1979 | ERR T : 

2.12.14. 定理 (MA + CH) 任何 一 个 o, SELBST E RZN 
都 是 全 正规 紧 空 间 . 

2.12.15 定义 空间 中 的 子 集 族 . 如 称 为 弱 Noether 的 ,如 果 A 
FE—PLRRESE . 必 中 不 超过 可 数 个 元 之 内 ( 即 Y¥Y EEA, 
{ACA ECA|| so). XRH Noether 空间 ,如 果 无 有 一 个 基 .多 
使 .多 是 弱 Noether 的 . 

Malyhin[ 198I] 证 明了 : 

2.12.16 定理 (MA +- CH) (1) 紧 空间 Gow TER Noether 4 
fal. 

(2) FER T, 可 分 空间 X, ERAS Noether 的 r 基 . 
2.12.17. Mw(X) <2 8X CCC 5318] X RRC 空间 .不 用 任 
何 集 论 假设 ,可 以 通过 构造 o" 的 连续 像 作出 CC 空间 . 

Parovecenko 曾 证 明 :;CH 一 任何 C 空间 都 是 w ' 的 连续 像 .但 是 Bell 
[L1980] 证 明了 : 

MA «4 CH 一 存在 C 空间 , 它 不 能 表示 为 o" HERR. 

2.12.18 定理 {BF(c)) 紧 ,无 处 可 分 ,CCC 的 下 空间 当权 <c 时 
SAH PR. (Dow[ 1982b]) l 

(MA) d X R'K T, ASX B9 rAr DEEE, WX 
有 P 点 p, 它 不 是 任何 可 数 离 散 集 的 聚 点 ， 

2.12.19 定理 (MA) (1) 存在 序列 紧 空间 , 它 有 一 个 点 不 是 
z (c) A. (Malyhin[ 1975]) 

(2) FERH Fréchet 室 间 , 它 有 一 个 点 不 是 xfe) 点 .(Malyhin 
[1979a] ) 

这 里 所 说 的 xfe) 点 是 指 这 样 的 点 x, 1xi 能 表示 成 <c 个 正则 闭 
集 之 交 . 

=, RAZ Al 

BRT 2.12.1 #1 2.12.2 5+, WFR MA +a CH 研究 莱 积 问题 ,我 们 介 
绍 下 列 一 些 结果 ， 
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2.12.20 定理 (MA +- CH) 存在 不 可 度量 的 紧 T 空间 , 它 的 平 
方 是 遗传 正规 的 . (Nyikos! 1977]) 

2.12.21. 定理 {MA) FEJA Frechet 空间 下 ,其 中 1X1=w, 并 且 
XX 只 有 一 个 非 孤 立 点 ,使 得 X" 不 是 Frechet, 但 对 任何 n € N, X" dé 
Frechet 空间 , ( Gruenhage[ 1978]) 

2.12.22 定理 (MA) 若是 正规 的 局 部 紧 可 分 Moore 空间 , 则 
Xv 是 正规 的 . (Alster, Preymusinski[ 1977 |) 

I. Martin 公理 的 推广 

在 第 二 章 8 1 中 我 们 已 经 指出 ,MA 是 CH 的 一 个 推论 .仅仅 从 MA 
推 得 的 结论 都 可 以 由 CH 推出 .所 以 ,为 了 使 MA 能 获得 一 些 有 实质 性 
意义 的 拓扑 学 命题 ,往往 需要 把 它 和 - CH 结合 起 来 .一 些 集 论 学 者 探 
索 了 和 如何 对 Martin 公理 作 形 式 上 的 推广 的 问题 .因为 MA 最 好 的 表述 
方式 是 半 序 形式 ,所 以 其 推广 往往 是 以 一 些 比 CCC 条 件 更 强 的 条 件 ， 
比如 Knaster 条 忻 、P 的 o 定 心性 、o- 交 联 性 等 来 取代 CCC ,得 到 一 些 比 
MA 较 弱 的 形式 ,但 这 方面 的 成 果 尚 不 很 多 . 另 一 个 极 富 成 果 的 推广 风 
是 用 "pmper 序 "来 取代 CCC FF ,得 出 PFA, BB Proper Forcing Axiom. 

2.12.23 定义 ”PFA 表示 如 下 的 命题 : 设 (P, < ) 是 一 个 Proper # 
PE 1D, io < wl] 是 P 的 稠密 集 序列 , 则 存在 一 个 渡 子 6, 使 得 对 每 个 
a,G6ND, #2, 

但 什么 是 Proper 半 序 呢 ? 理解 这 个 概念 时 涉及 集 论 模 型 的 forcing 
扩张 ,而 且 直 接 根 据 这 种 定义 来 检验 某 个 具体 的 半 序 集 是 否 Proper 半 
序 是 极为 困难 的 .后 来 ,人 们 余 于 找到 了 一 种 运用 对 策 论语 吉 来 表述 
Proper 半 序 和 PFA 的 方法 (参看 Fremlin[1988]). 

设 给 定 一 个 半 序 集 (PP, x) .考虑 下 述 对 第: 第 一 个 回合 , 甲 任 取 一 
个 pE P 和 一 个 极 大 皮 链 Apc P, 然 后 乙 取 一 个 可 数 集 BmC Ag BR 
个 回合 , 甲 再 取 一 个 极 大 反 链 A1 CP, 乙 再 取 可 数 集 Buc As 和 可 数 集 
By CA ER n+ 1 个 回合 时 , 甲 取 一 个 极 大 反 链 Ac P, ZiR 
可 数 集 Bum CA, nn). 4 por tdracwl, Barman o ARE 
毕 时 ,如 果 存在 pi po, HRT m MERWE pa pi 的 py, 都 存 
在 一 个 元 E U Bn, 使 该 元 与 pa 是 相 容 的 ,就 称 乙 方 获胜 ,否则 甲 方 获 
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BE. 

2.12.24. 定义 (P, 专 ) 称 为 Proper 序 ,如 果 在 上 述 对 策 中 乙方 有 
必 胜 策略 . 

已 经 证 明 , 每 个 CCC 半 序 也 一 定 是 Proper 半 序 .因此 由 PFA 可 以 
推断 MA wi 成 立 . 

但 与 MA wj 不 同 ,PFA 与 ZFC 的 相 容 性 证 明和 项 要 用 大 基数 假设 ， 
即 有 下 面 的 定理 ， 

2.12.25 定理 ”Con(2FC+ 3 RB) Con( ZFA + PFA). 

另 一 个 基本 结论 是 ， 

2.12.26 定理 PFASMA w 不 成 立 ， 

实际 上 ,进一步 有 

PEA 一 2” = wa， 

这 是 Todorcevic 1987 年 宣布 的 结论 ( 见 Fremlin[ 1988] 后 面 的 说 明 ) . 

关于 PFA 的 研究 , Baumgartner 在 Handbook of Set-theoretic Topology 
中 撰写 了 一 章 作为 专题 介绍 .Shelah 还 写 了 一 部 专著 Proper Foreing. © 
们 都 是 从 集 论 的 第 度 来 研究 的 .在 拓扑 学 方面 的 应 用 文章 还 不 很 委 . 
Fremlin 用 它 来 研究 mi 的 全 原 像 的 问题 [1988]. 他 证 明了 : 

2.12.27 定理 (PFA) 设 针 是 拓扑 空间 ,使 得 : 

(1) FE X 3o, 内 的 闭 映射 x+, 使 r (XARA BAY. 

(2) 存在 由 X TRA ee: 

DY WED, I 序列 闭 集 Pox, wcx-reo. 

加 x(x- WMA WE do 都 是 不 可 数 的 ， 

DV ZEAX)- 9,41 I< ail c[Z]v. firi 

{x:xEX, x EUZ: EEr les, 

则 人 合 有 一 个 同 胚 于 wi 的 子 空间 . 

2.12.28 定理 [PFA) 设 式 是 局 部 紧 , 局 部 遗传 CCC 的 T, 空间， 
Jj X REA o. 的 拷贝 的 充分 必要 条 件 是 Y HAAR Eo DORAN 
WREE £(o(X)) > 中， 

2.12.29 ”定理 (PFA) 设 X 工 是 第 一 可 数 的 局 部 紧 T SIX 
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w M X Se Moore SA) 4A 25. X Ar oe, HED. 

2.2.30 ”定理 {PFA) 一 个 流 形 MBA HE BE BS EE AR EDAX JÉ 
CWH 的 并 且 不 包含 o HEN. 

2.12.31 定理 (PFA+c=w) AX BRET, 空间 ,1 了 1 = s. DU 
太守 = 的 充分 必要 条 件 是 工 不 包含 mi HEN. 

Balogh 在 研究 具有 可 数 紧 度 的 紧 空间 时 ,应 用 PFA 得 到 了 一 些 好 
结果 ( 见 Balogh{ 19897). 

2.12.32 定理 (PFA) # X BRT, Z, (X) = w, 则 它 的 每 个 
可 数 紧 子 空间 都 是 紧 的 ， 

2.12.33 定理 {PFA + c= ws) SRT, 空间 当 它 有 可 数 紧 度 
时 一 定 也 是 序列 空间 ， 

| 2.12.34. 定理 (PRA+c=w) BXYBET, SAY RHE 

列 空间 ,或 者 包含 有 o 的 全 原 像 ， 

关于 PFA fL RS 3n] SS ERED Fitzpatrick! 1992], Alan Dow 
[19882] , Roitman[ 1994 | 等. 

周 尘 旋 等 [ 1992] 证 明了 ,PFA BEAR AER < 2” 的 Baire 空间 , 它 具 
AT RABI HE Countable Dense Homogenity) .在 Dow[1988a] 的 文章 中 ， 
讨论 了 wr 的 子 空间 SUl SUl) = Ula*:a <w) BEAT PPA 
蕴涵 下 述 结论 : 

Ti A.B 是 SUCu ) BASE mi 的 不 相交 于 集 .如 4,8 EB or 
中 两 个 不 相交 的 开 集 分 高 , 则 它 世 可 以 被 不 相 变 的 开 闭 集 分 离 . 

容易 证 明 , 紧 T; 空间 [0,wi] 具 有 如 下 一 个 特性 : 它 的 任何 一 个 不 
TRATE ERAT AAEE. Roitman 介绍 了 Gmenhage 指出 的 一 个 
结论 :PFA 一 满足 上 述 条 件 的 紧 空间 是 唯一 的 . 
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第 三 章 “” 弱 连续 统 假设 与 OR 


盘 连 续 统 假设 和 存在 Q 集 的 假设 分 别 是 CE 和 MA «5. CH 的 推论 . 
它们 在 Moore 空间 度量 化 问题 研究 方面 起 着 十 分 重要 的 作用 .Moore 空 
间 具 备 什么 条 件 时 就 是 可 度量 化 的 呢 ? 我 们 已 经 知道 了 许多 经 典 性 的 
结论 ,例如 : 

(1) 仿 紧 CYu. Smimov) ( 充 要 ). 

(2) CWN(R.H.Bing) (FEE). 

(3) 正规 + 可 让 (参看 Burke[ 1984a],4. 17) CES). 

(4) 可 分 + 亚 紧 . 

(5) 局 部 紧 + 亚 紧 . 

(6) 正规 + 局 部 紧 + 局 部 连通 . 

RS EOS CURAE MI . 但 其 中 也 有 一 些 基 本 的 问题 , 通 
过 深入 研究 后 发 现 它们 是 不 可 能 在 ZFC 系统 中 得 出 解答 的 . 本 章 主要 
介绍 弱 连 续 统 假设 和 存在 Q 集 的 假设 在 解答 关于 可 分 正规 Moore 空间 
度量 化 问题 上 的 应 用 ,然后 附带 地 介绍 一 下 正规 Moore 空间 度量 化 问 
题 研究 的 一 些 进 展 情况 . 


$1 弱 连 续 统 假设 及 其 应 用 


3.1.1 定义 弱 连 续 假 设 是 指 2° <2”. 口 

HOCH 2" =a, Bw, < | 名 (wi)| =22, 可 以 直接 看 出 弱 连 续 统 候 
设 是 连续 统 假 设 的 推论 . 但 是 确实 也 存在 弱 连 续 统 假设 成 立 而 CH 不 
成 立 的 集 论 模型 (参看 Kumen[1980] 第 216 页 定理 6.18). 

3.1.2 定义 WX R—TT,ZIH. 

(1) X F238.» CWHOS o, 族 Hausdorff} 的 ,如 果 对 丐 的 任何 一 个 
不 可 数 的 闭 离散 集 ,都 存在 一 个 势 为 o 的 子 集 , 它 蚌 可 以 分 离 的 . 
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(2) XX 称 为 有 拟 WD 性质, 如 果 X. MET — TUS A BR E 
B— PRA wi HF Hi asa € c, | 和 离散 开 集 族 | U,:a« enl ,使 得 LA 


€ Us ea - B. 
(3) x $i; DCCCHA RR REA) ,如 果 它 的 每 个 离散 开 集 
HMA so 的 势 . 口 


DCCC 这 一 概念 由 Wiscamb[ 19691 引 出 ,这 是 一 个 相当 弱 的 性 质 . 
比如 每 个 * Lindelof 空间 ,每 个 弱 Lindeltf 空间 都 是 DCCC ,每 个 伪 紧 空 
间 也 是 DCCC. 

容易 验证 ,正则 空间 XS Rd SE ELÉV 24 XE DCCC, 同 时 具有 拟 
WD 性质 . 若 丰 是 正规 空间 , 则 拟 WD RSR a CWH 两 者 等 价 . 

3.1.3 定义 Za Bg T T REICH SER (independent family), 
如 果 对 它 的 任意 互 不 相同 的 有 限 个 元 aiios iss b 

(Aad (Go - 89] =e. 口 

3.1.4 引 理 存在 势 =c 的 独立 族 . 

WRA 取 [wj* 的 一 个 势 =c 的 adf. 名 . 记 了 = 六 5 Fis € 
[w] t c PC WEP x€ Bie fla) = 1s, ias CLE 
£p Xs Ys YO e v6 di RH IRE IG. E o£ SLE TE, AIRE 


^ ias — Uy TERR IEEE ERE joy- Üa BERE . 从 这 些 差 
集中 各 取 一 元 eb e mj en PEMA sm la, 
ams bios Ont RS SS PL atur as), ET ix Nse fay, 
71.84] DAT NER FFB x; Pl sue 1D ME Joy; se y; Ns 
Cibo sb) FE 1s EZ BH a,b 的 取 法 有 无 限 多 种 ,所 以 这 
种 ;也 有 无 限 多 个 , 即 
[CAR NCA fO») | =a. 

现在 记 了 = {ik cw). 对 每 个 co P lw), > pla) = lh 
fi) pGX€ lol. BRE se 4 EUR AE IFA p(x):xE 
.硬是 一 个 独立 族 . 口 

3.1.5 定理 ， 若 弱 连 续 统 假设 不 成 立 , 即 2* = 2”",, 则 存在 一 个 正 
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3L np HESS ER . 

证 明 取 一 个 势 为 a 的 集 上 . 按 归纳 法 将 到 (二 ) 划 分 成 两 部 分 
PA P ME ACHP, SAMY L-ACP,. 于 是 [20| = |A| 22 
=2* 42 y= {Azra <2"), WRF a «27] P(e BP, 
SEX.4(A,) = F,, MUMS ACH, EM (Aw - CL - A), Ug 
RC) F = |F 1a <2") Ute — Fia «271 上 的 一 个 一 一 对 应 . 设 
XzolUL.B.-lini:ne€elUlX-ipiipe XIUIMUSOD:M 
CLI 作为 的 拓扑 子 基 , 记 由 此 生成 的 站 的 拓扑 为 =. 容易 验证 (在 ， 
OE TSÉE.LIRBIEHOR. HILI oo, (X, DRESS EM. 下 面 我 们 
来 验证 了 的 正规 性 和 可 分 性 . 

(1) 正规 性 . 设 ALB 是 互 斥 闭 集 . 先 假设 AcCL,BCcL, 取 U=4A 
UgtA),V=(L-4)UygtL-4), 则 上 ,VV 是 互 斥 开 集 . 而 BcV, 对 
一 般 情 况 下 的 A,B, U = (AU CAN 2) - B,VE(CB- DU(GL 
-A)JUg(L-A))- A pT. 


(2) 可 分 性 . 考虑 SERE MRE OU e (OG CÓ NU 
GON) M; € 9, NEP). 注意 上 -NE Po, ERAT 


[Apc MILA Go - plL- NJ)1. 由 于 fF,:a < 2"j 是 独立 族 ,这 个 
交 是 不 空 的 ,所 以 w 是 的 开 稠 密集 . 口 

3.1.6 定理 下 列 各 个 命题 彼此 等 价 ， 

(1) 2" <2", 

(2) 每 个 特征 二 2” BERS EMER e CWH. 

(3) 每 个 特征 <2” 的 正规 DCCC 空间 都 是 后 紧 的 . 

(4) 每 个 特征 二 2” 的 正规 可 分 空间 都 是 兴 紧 的 ， 

证 明 2) 一 (3) 一 (4) 是 明显 的 ,(4) 一 (1) 即 是 定理 3.1.5. 下 面 
我 们 来 证 明 (1) 二 (2). 设 无 是 一 个 正规 的 ,特征 拓 22 的 空间 , 设 D = 
1x, :e € wild X TARRE. 对 每 个 n BERA c2" 的 
RRES. 对 任意 AC (D) BFR U,. SE ACU, GN(D-A)= 
6. in Ulis CA} LUC US UC IRRE 
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KH. BRB UAH) Cth. BA, BEP), Age B, RARER A 
-2 BR U.C C Us, VACUA 4% RA MRA, A = 
B). BR X RG o CWH, WET A WA Al cw. 于 是 ASCH BR 
PCD) AF )5 "8574. . BAIA CD) = 2", m1 [:55]9* 1 22", Bre 
24 229». 这 与 (1) 了 矛盾 . 口 

由 定理 3.1.6 立即 可 以 得 到 如 下 的 结论 ; 

3.1.7 定理 (2" <2%) 任何 正规 DCCC 的 Moore 空间 ,特别 是 任 
何 可 分 正规 Moore 空间 都 基 可 度量 的 . 

证 明 Moore 空间 有 特征 w. 定理 3.1.6 说 明正 规 DCCC 空间 是 让 
EH SAY Moore 空间 则 是 可 度量 的 . mi 

3.1.8 定理 (2* <2%) (1) 正规 DCCC 的 请 空间 若 有 点 可 数 基 ， 
则 它 是 可 度量 的 . 

{2) 局 部 DCCC 的 正规 亚 紧 Moore 空间 是 可 度量 的 . 

(3) 全 正规 局 部 DCCC 空间 车 有 o- 局 部 可 数 基 , 则 它 是 可 度量 的 . 
{ 戴 笋 民 [1990]) 

证 明 设 天 满足 定理 中 命题 (1) 所 述 的 条 件 , 则 定理 3.1.6 表明 
它 是 从 紧 的 ,从 而 是 * Lindelof 的 . 而 有 点 可 数 基 的 空间 是 亚 Lindelof 
的 ,于 是 下 就 是 Lindelof 空间 . 由 Chaber 的 一 个 结果 (参看 Gruenhage 
[1984a] 的 7.5) ,有 点 可 数 基 的 次 亚 紧 有 空间 是 可 展 的 ,于 是 命题 (1) 得 
证 . 在 (2) 的 情形 下 ,注意 亚 紧 Moore 空间 有 o- 点 有 限 基 , 利 用 (1) 的 结 
果 就 可 以 知道 xX 是 局 部 可 度量 的 ,因此 基 局 部 可 分 的 . 而 已 知 局 部 
可 分 .有 点 可 数 基 的 空间 是 可 度量 的 (参看 Gruenhage[ 1984a]7.2), 在 
《3) 的 情形 下 ,注意 有 oc- 局 部 可 数 基 的 空间 是 亚 Lindelof 的 ,于 是 于 是 
局 部 Lindelst Bj . 但 有 o- 局 部 可 数 基 的 正则 Lindelaf 空间 是 可 度量 的 
(Fleissner, Reed[ 1997] 的 2. 1(a) ) ,这 样 ,下 是 局 部 可 分 ,局 部 可 度量 的 . 
再 由 Gruenhage[ 1984a] 的 7.2 就 可 得 出 蕊 是 可 度量 的 . 口 

以 上 是 用 弱 连 续 统 假设 来 研究 有 某 种 基 的 正规 空间 与 可 度量 性 之 
间 的 关系 得 到 的 一 些 结果 . 刘 川 在 研究 具有 o- 进 传 保 闭 包 二 网 的 空间 
与 并 空间 的 关系 时 也 给 出 了 一 些 与 弱 连 续 统 假 设 等 价 的 命题 ， 

3.1.9 定理 下 列 命题 等 价 : 
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(1) 27<2”, 

(2) 每 个 正规 的 ,特征 <2” 的 ,有 ERA E k- PAY DCCC 空间 
X PES, 空间 . 

(3) 每 个 正规 可 分 的 有 o- 遗 传 保 闭 包 和 网 的 空间 X 都 是 生 o 空间 . 
《 刘 川 [1993]》 

TER (1) 二 (2). 设 久 满 足 (2) 的 条 件 ,由 定理 3.1.6 TA XS 
BAJ. 根据 林 寿 [1988] 的 一 个 结果 ,器 紧 , 有 oa- 遗传 保 闭 包 所 网 的 空间 
ER, 空间 . 

(2025, (3). E X REBRI. 注意 对 于 正 刚 空 间 X, A we (X) 
«2400 CI, Hodel[ 198413.3) ,因而 y (&) 527. (POM d (2) E 
接 推 得 . 

(DSU). BEA ia «27 2^ LE o 的 一 个 极 大 独立 集 族 ,又 设 
Z(w)2iHB,:a«2"22n|]. M0, eM UL- iA: CCR! Ula 
At E HARE E Ut d&— iR T EE OU, REB US eR, 
并 把 它 看 成 B w-w 中 的 点 i X= oU Urt «ail CBu.fEX Bo FU 
FFRI 是 正规 ,可 分 但 不 是 洁 紧 的 . 令 Po0= il Ueto < all 
fioll um m dial, Me -2UiSin«ulik XÉT EX XI 
每 个 紧 子 集 是 有 限 的 ,并 且 任 何 一 个 收 鱼 序列 都 是 平凡 的 ,因而 Pe 
天 的 一 个 王 和 遗传 保 闭 包 的 天 网 . AX ARES, SH AACR 
不 是 遗传 可 分 的 . L 

具有 Lp EID SR. PR ES ANRA 
RRA OH k- P. 但 这 两 类 空间 通常 是 不 完全 相同 的 . 著名 的 空 
间 & (oo, 个 收 化 序列 将 极限 粘 成 一 点 所 得 的 空间 ) 就 是 有 5s- 遗传 保 闭 
包 天 网 但 不 是 当空 间 的 例子 , 然而 这 两 类 空间 又 存在 闭 一 个 很 微妙 的 
关系 .1992 年 林 寿 证 明了 以 下 定理 ， 

3.1.10 定理 一 个 有 二 遗传 保 闭 包 天 网 的 直 空 间 是 只 空间 的 充 
要 条 件 为 它 不 含 S, 的 闭 拷贝 .( 林 寿 [19921) 口 

Junnila 和 悍 自 求 [1992] 则 得 到 了 更 深入 一 些 的 结论 : 

3.1.11 定理 设 是 一 个 有 sa- 性 传 保 闭 包 入 网 的 空间 , 则 外 是 
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从 空间 的 充 要 条 件 是 它 不 会 S, HAHN . 口 

注意 x(5,) > wi, 而 正则 可 分 空间 有 x(X) cw (X) 2%") = 
2” ,于 是 就 可 以 得 出 如 下 的 结论 : 

3,1,12 定理 (5 一 任何 一 个 有 5- 遗传 保 闭 包 二 网 的 可 分 空间 
都 是 只 空间 .( 刘 川 [1993]》 口 

1978 年 ,Devlin 和 Shelah 在 文 [1978] 中 给 出 了 弱 连 续 统 假设 的 等 
fr BI BOR . 

设 ¢ BPO id As Uia <el XE 

B= |AcCay: JF:  2—2, HB yg €12, FFE 21a EA: 
F(Fh)=gfta)l 是 非 平 稳 的 | . 
可 以 证 明 , 是 一 个 包含 w 的 所 有 非 平稳 集 的 s- 完 备 的 正规 理想 . 所 
BORE MRT PH w 已 9. 也 就 是 说 ,8 是 一 个 真理 想 . 
他 们 证 明了 如 于 结论 . 

3.1.13 定理 2"«2"w € 9. 口 

3E3H 2.6. 10 证 明了 在 MA 4 CH 下 ,每 个 Aronazajin 树 都 是 特殊 
的 ,并 且 都 是 正规 Moore 空间 . Fl] ASC, Devlin 与 Shelah[ 1979] 证 
明了 下 面 定 理 . 

3.1.14 定理 (2" < 2^) 设 了 是 一 个 特殊 的 Aronszajn 树 ,了 = 
Uinn <col JEP A, 是 反 链 , 则 在 树 拓 扑 下 ,7 不 是 正规 空间 ， 

证 明 不 失 普 遍 性 ,我 们 可 以 把 了 等 同 于 集 w, 并 且 < 7 为 树 T 的 
半 序 ,使 它 满足 :a < +8 时 有 a < 8, 而 且 当 « 是 极限 序数 时 h(a) = a. 
设 上 是 前 面 所 述 的 o- 完 备 理想 ,由 9 的 s- 完 备 性 ,存在 no, 使 A, € 
8.49 ESA NACA 为 ml 的 极限 序数 的 集 ). 


X Py S22 如 下 : 设 fE2, 若 存在 y< ra ,使 得 对 所 有 满足 Y 

« rB« ra I BA (8) 20,809 F =0, 否 则 令 F(f) =1. BA EE 

四 ,所 以 存在 g € "2, BM A C2, Blick: Ff Fa 

5g(x)i 是 平稳 的 . 设 J=ficEB:g(a)=0j, 乓 = {eG E:g(a) - AL. 由 

于 EE 是 T 的 一 个 反 链 ,J 入 都 是 7 的 闭 子 集 , 假 若 存在 ? 的 不 相交 

HEU W E JCU, KOW ÆN fe 2, fF f(a) - 14 ERÄ a E 
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WW g 的 性 质 , E' = [eC E: F(f po) = gCa) l ETEN. BIXE aC 
E' ,假若 g(a) =0, 则 F pe) 20. FEFE Y< ra, 使 得 对 所 有 满足 
YxvB«va BI FB) 20. Hi Fig X (y,a)rc W. BE gla)=0 
表明 aC 了 . 这 是 矛盾 的 . A g(a) = 让 类 伏地 推理 也 可 以 得 出 矛盾 ， 
所 以 ,KK 是 一 对 不 能 用 开 集 分 离 的 不 相交 闭 集 ,了 不 是 正规 空间 . 口 
运用 类 似 的 技巧 ,N.Kemoto[ 1987] 证 明了 下 面 一 些 有 趣 的 结果 , 开 
拓 和 了 弱 连 续 统 假设 的 应 用 范围 . 
3.1.15 引 理 (2 <2%) d X J& TRE «c 2" 的 局 部 连通 的 正规 空 
间 , 名 = | U, in < wj 是 开 集 族 ,使 得 每 个 U, 的 边界 3U, 是 Lindelot 的 , 则 
a(U et Ra ， Li 
3.1.16 ES(2"«25.425 «2*5) RX AE <2" 的 连通 ,局 
部 连通 ,边缘 Lindelof 的 正规 次 亚 Lindelof 空间 , 则 X Ji Lindelof 的, 7] 
3.1.17 定理 (2* <2% «25) BEX RRES? 的 局 部 连通 , 边 
& Lindelöf 的 正规 次 亚 Lindelof 空间 , 则 了 是 Lindelof 空间 的 拓扑 和 ,从 
而 是 强 仿 紧 的 . o 
3.1.18 定理 (2* <2%) 设 工 是 连 适 ,局 部 连通 ,边缘 Lindelof 的 
正规 次 亚 Lindelöf 258], y (X) 2* ,1(X) sw, Wl] X J& Lindelof 的， 门 
3.1.19. 定理 (2” <2) 局 部 连通 ,边缘 Lindelöf 的 正规 Moore 2 
间 是 强 仿 紧 可 度量 空间 . Ll 


$2 0Q 集 及 其 应 用 


3.2.1 定义 一 个 势 >w 的 可 分 度量 空间 ， ERAT TREE 
Gy BCP, R) MRE o E. 

通常 我 们 所 说 的 Q 集 往往 都 是 指 R PL LERIMUT A JE 
这 二 者 的 差 噜 并 不 是 本 质 的 ,因为 有 下 面 定理 . 

3.2.2 定理 车 存 在 一 个 OR. MER PHE OR. 

证 明 设 廊 是 任意 一 个 0 集 , 这 时 五 有 可 数 基 ,于 是 于 可 以 做 入 
r. PRERE, TABE Xc r. PERRETE, CE Cantor HR C 
的 连续 像 . UE fC. MES OX, EC, af) E 
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E-itix€ Xl, f Ag EE SIX LAN, | 五 | > w HERTE 
ACE 0 M=f(A) at Xx EQ 集 , 存 在 1* 中 的 开 集 序列 | Cn cul, 
使 = (C6, X) AERA A= f OM NE=[O (Sn EN 
EBI A JE E PH #. RRA E RE RIP OB. g 

RT oO 集 的 意义 体现 在 下 面 的 一 个 重要 定理 上 . 

3.2.3 定理 存在 不 可 度量 的 正规 可 分 Moore 空间 的 充 要 条 件 
是 存在 R 中 的 一 个 OF . (Heath[ 1964]) 

证 明 (0 充分 性 , 设 BcR 是 一 个 OR .我 们 取 Niemytski 上 半 
平面 的 一 个 子 空间 MCB). 它 由 上 灶 平 面 {(x,y):y>0,xERIi 和 
l(x,0): x€ BLA, . 这 是 一 个 可 分 的 Moore 空间 . 因为 181> w, M 
以 用 (8B) 有 不 可 数 的 闭 离 散 集 ,于 是 M(B) 是 不 可 度量 的 . 余下 要 证 
的 是 M(B ERLE. 任 取 FC Bid H=B-F,F, AMT BES, 
集 , 于 是 存在 OX 轴 上 的 上 升 闭 集 序列 | ,1 ,| 二 ,1 ,使 F=U(FNB), 
H- UC, B). 对 每 个 n 和 yE 本 门 B8, 取 (y,0) 的 直径 为 1 的 泡 泡 
(bubble, BT Cy,021 U 5j OX 轴 相 切 于 点 (4y ,的 的 直径 为 1 的 开 圆 ). 记 
WV 为 所 有 这 些 泡 泡 之 并 ,于 是 LCV, FOV, = 2.3} F, 作 同 样 的 


U, i Fac U HU, =Ø. RES V= Ul, -Ù T), Y= Ue - 


Ù T), UU. VEO F,H BU M CB) IEEE AER . 由 此 就 可 以 证 明 
M(B) EEM . 

(2) 必要 性 . 假设 S 是 一 个 不 可 度量 的 可 分 正规 Moore 空间 . 这 
时 5 必 包 含有 一 个 不 可 数 的 闭 高 散 集 DD. 取 5 的 一 个 可 数 稠密 集 | 5,: 
n<w|. 由 5 的 第 一 可 数 性 , YED, FOE x 的 子 序列 y(x), 即 存 
TE f, € "o AE Sys in « wla, WER w 取 字 上 典 式 的 序 x , 则 序 拓 扑 
空间 (*“w, METAM. BEL | FEM: la -FOl < | RE HI 
RAGE Co, <) 就 序 同 构 于 R 的 某 个 子 集 ,特别 存在 工 = 
fire DI 到 RR 内 的 一 个 序 嵌 入 p AMBRE). 利用 及 的 第 二 可 
数 性 ,不 难 证明 ,R 的 任何 一 个 不 可 数 子 集 4 都 包含 有 一 个 不 可 数 子 
JE B, fb V x y C Box e v, Mx DNB >w (提示: C= le A: 
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3 了 s>0,|[x,z+e) 门 4| col PRR, R= 4 -人 .) 所 以 工 和 包含 一 个 
不 可 数 子 集 局 ,使 得 当 RC bofe f BERGL AED E, 是 不 可 数 
AY. 
现在 证 明 存 在 D 的 不 可 数 子 集 Dn, 使 得 对 每 个 n MaE Do, 存在 
yE Do WERE f, fo ESERE Vin. AC) =f) S AG) WE 
明 如 下 : 记 P= {xED:- JAEL HA cK. Mvyiaen, fi) = 
FG) AMAZE LG « f f = tel LA ye PM f, tus 
Af ha RREH P, 是 可 数 的 ,从 而 P = UP, 也 是 可 数 的 . 类 似 地 ， 
记 F.-iÓix€D:i JAE L-AP) A> £T fluuio f, boot IIT 
34€ b. fo» £f. ho f, M P= UF,, 则 F 人 也 是 可 数 的 . 设 DicD， 
使 人 ALD) = Lii Do= Di - P — FR Ds 为 所 求 . 因为 若 x € Dy, MRT 
每 个 aa E PLU Fr FETE SN MLELE R< AsH beat 
=f, both beer AF ONG A LNA AA RA, m 
FP) U FCE AE TB, BEFFE yos 20€ Dos f f, < f, < <A, «f. 
ERA Sf, bitte haf, bo Mien fp DREG. 

id Lo =f( Do) = ter x € Del. 设 HC Do 是 人 尾 一 子 集 .因为 po 是 
闭 离 敬 集 ,可 知 A, Di- HJ S 中 的 闭 集 .8 是 正规 空间 ,存在 开 集 U, 
i$ HcUCÜUCS-(Dy- H). ER CH, ATA (x) = {Spay ee 
< 一 % ,存在 n, 对 所 有 i> a Say € U.S H,-IxC Hii» n, 
Say € UL, H = Un,, Pie SCH) = UA 到) .下面 我 们 证 明 FCR) = 
U fC.) ,从 而 所) 是 一 个 F, 集 .由 此 就 可 推 得 A Do) 是 0 集 ， 

B rE Dy FFA 7, € SCR), lll vy m, 3y.z€ Do, È f, < f. «f. 
FHA f. harari =f, PTETTI =f. Insasi d) Æ fa 的 邻 城 ,所 以 
存在 ug € FTE f, € (5, £0. T fa tae aed =f Inesst- 由 un € H, 
的 定义 有 S, (me n) 2 Sr(m+ aE ui Senin < lom x, MU 
x€ DU. 但 UN Do - H, TÉ «€ R AHHH) = fU. 口 

由 上 述 定理 及 定理 3.1.7, 立 即 可 以 看 出 ,存在 Q 2 = 2”( 即 


弱 连 续 统 假设 不 能 成 立 ). 另外 也 可 以 看 出 ,任何 一 个 0 集 的 势必 定 小 
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F. BWA AIETE, AT w (X)- 0, X BSA 2" To; 
集 .每 个 子 集 都 是 Gs #, TEIP) 2”. IX 2” 不 能 成 立 ， 

由 MA +a CH 可 以 推出 & 集 的 存在 性 . 

3.2.4 定理 (Silyer) pfce) 一 及 的 任何 一 个 势 < e 的 不 可 数 子 集 
XE OS. 

iB RRA RE inc wl HB yc, y CR ry 有 


la:c€u,, yE Uni <o CB] n, FR (E. 21). ne v sez] U 


{(v2+ 4 +423) inen KEZ) .z tetto sie 4CX, 记 
B-X-A,Vx€ X,id X, z|n:xC U,),6= |. ix€ Al, B= {IN,:x 
EB MILA <e, lM e c ER V &€ Ay y. € B, NN CN Us 
UN, ABA AEE BI N,- (ÙN ) 是 无 限 集 . 由 P(e) 得 出 存在 MC, 
使 得 VY xEA,|NNM| =w, Y y€ B,| OM| <w. $ G= UU k 
CM, kan), MACG, FANG INA=8 .于 是 NN (GN X) A,A 
EAM Gs # . 口 

BA 2° < 2 蕴涵 不 存在 0 集 , 所 以 0 集 的 存在 性 以 及 可 分 正规 
Moore 空间 的 可 度量 性 都 是 独立 于 ZFC 的 . 

通过 更 为 精细 一 些 的 论证 , Fleissner 和 Reed[ 1977] 证 有 明了 下 面 定 


理 . 

3.2.5 定理 (MA) 设 工 是 势 < c 的 有 ao- 点 有 限 基 的 了 空间, 则 

X REET PARE Cy . o 

定理 3.2.3 中 的 空间 MBEAN BEREM A Moore 空间 的 一 

个 上 典型 例子 ,通常 也 称 它 为 泡 泡 空 间 (bubble Space). 这 是 一 个 局 部 连 

通 和 连通 的 空间 ,但 它 不 是 局 部 紧 的 . 利用 8 集 ,我 们 还 可 以 构造 局 
部 紧 的 可 分 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 . 

Bea 是 个 序数 ,4 是 一 个 非 空 集 , 记 "4 = |f:f 是 画 数 ,dom f= a, 
rn f C Al. Zi A= UJA: P< al HE. fg C A EX fag 4AM 
34 fa Bll e Nou f TES A, OBERE BEDS a 的 树 . 特别 
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Ah, P=) 2 3529 Cantor( XE ME. HU Lev, 1 = 2". ATLL T - Lev, T 
是 可 数 的 ,|Lev。T| = 2°. TEE —T AT SPAY Moore 空间 . Lev T 
是 势 为 o HARRE, M T- Lev, T 是 可 数 开 稠密 集 . 此 外 了 也 不 是 
正规 的 . 

对 任意 xE“2= Ls, f(x) = D 1(2)" «Gom rias 
Cantor Æ C 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 今后 我 们 运 直 把 Lev, SC 等 同 起 
来 . 注意 , 当 xEC 时 ,yn,[z hcl APR, 了 是 局 
部 紧 的 . 

3.2.6 定理 {3@ 集 ) 存在 局 部 紧 , 可 分 ,不 可 度量 的 正规 Moore 
空间 . 

证 明 EC CRE—t OB Wl <2". 因为 民 中 任何 一 个 势 
« c 的 子 空间 都 是 0 维 的 ,而 0 维 可 分 度量 空间 都 可 以 相信 Cantor 集 
C Q RARE JHRE— OR in X-T-(C- E),R x T 
的 一 个 子 空 间 . 它 是 可 分 ,局 部 紧 ,不 可 度量 的 Moore 2 fa] (EW X fa 
含有 势 为 不 可 数 的 闭 离 散 集 ). 下 面 证 明 它 的 正规 性 HFT- CH 
每 个 点 都 是 孤立 点 ,只 需 验 证 对 任何 ACE,A 5 B= E- 4 可 以 分 离 , 
ERO S TEE RPSL ERHEBEN, I, S1 KL, I A= UCE DTE), 
B= UK NE). A, = FNE, B, - ENE, Vx € AL V(x) = 
(x hx], id V, 2 UI V. GO: € AI. BI y y€ B, AF diy, F,) » 0(d 
表示 Cantor &. C 中 的 度量 ), 这 时 必 存 在 m, 使 (y y] V 2 2.0 
MESTRA REN, oy hex LOUP x CA). 于 是 d(y,4,) < 


d(x,y)<2( 2)" .这 当然 是 不 可 能 的 ,所 以 丙 门 = B. 类似 地 可 以 作 
H O iE B.C Us ThA = 8. BS V= UCO- UG), U - UCU, 


- UV). 局 了 就 是 分 离 4, 昌 的 不 相交 开 集 . 口 
下 面 是 一 个 正规 , 亚 紧 ,不 可 度量 的 Moore 空间 的 例子 ， 
3.2.7 定理 (了 0 集 ) 存在 正规 , 亚 紧 ,不 可 度量 的 Moore 空间 . 
证 明 首先 给 出 Heath V 空间 S 的 构造 . 它 的 装备 集 是 上 半 平 面 
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Tnox 轴 . 规定 上 半 平 面 的 点 都 是 孤立 点 . Æ p = (x9, OR 
| V, (p): n € NI 作为 p 的 邻 域 基 , 其 中 Vtp) 是 以 p 为 顶点 , 射 宰 为 +1， 


高 为 二 的 了 形 线段 , 即 v G0 = 和 (x,7):y= (0s 1]. 
容易 验证 ,5 是 一 个 Moore 空间 .3 的 每 个 开 柳 盖 都 有 一 个 开 加 细 A, 
使 得 VY pC S,ord( p, ) «2, RL S 是 亚 紧 的 . 现在 设 王 是 Of 轴 上 
的 一 个 0 集 , 刚 SCE)2l(x,30:y 201U1(x,0): x € EL &—TIEEES 
正规 Moore 空间 . 我 们 来 证 明 它 不 是 CWH 的 . E 是 一 个 闭 离 散 集 , 设 
IV(p):pE Bil 是 任意 一 个 由 基本 邻 域 组 成 的 开 集 族 . 记 E, = p 
Vip) = V,(p)) Ju E = UE,. 于 是 存在 = ,使 E, 是 不 可 数 的 . 作为 直 
线 点 集 , E, EARRA. 于 是 存在 pi, p€ E, pi = (2,0) ,使 Lx - 
xil < 二 ,这 时 WD VG 89 .于 是 1V(p):pE | 不 可 能 是 互 
斥 开 集 族 . 因为 5(E) 不 是 CWH 的 ,所 以 它 不 可 度量 . [1 

由 于 正则 亚 紧 的 可 分 空间 是 Lindelaf 的 ,因此 可 分 亚 紧 Moore 空间 
必然 是 可 度量 的 . 实际 上 ,每 个 可 分 的 亚 Lindelif Moore 空间 都 是 可 度 
量 的 ,但 是 在 承认 Q 集 存 在 的 前 提 下 ,我 们 可 以 证 明 存 在 不 可 度量 的 
亚 紧 CCC Moore 空间 ,不 过 这 时 需要 用 到 强 ORR RARER 
fT. 

3.2.8 ER X HOW Q 集 ,如 果 对 任何 自然 数 n， di 
集 . 

3.2.9 定理 £R PEER 8 集 , 则 存在 亚 紧 CCC, 不 可 分 的 
规 Moore 空间 .( 从 而 它 也 是 不 可 度量 的 ,因为 在 可 度量 空间 中 ,CCC 与 
可 分 性 是 等 价 的 .) 

证 明 设 5 是 及 中 一 个 强 品 集 . i X= [8]<”, 并 赋 以 Pixley-Roy 
Hth. 因为 S 是 第 一 可 数 的 ,所 以 对 每 个 xE ,存在 TES 中 的 下 降 
ARE LU ( x):in « wl) ,对 每 个 n, 定 义 

zd [x UC) ]1:x € XI, 
则 | 多 :ma<awl| 就 是 开 的 一 个 展开 . RRL RUBS 中 包含 x 的 任意 
开 集 ,存在 n(x). Uol U MML, Unlad lcir, U].* x 
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的 任 一 非 空 真子 集 y ,存在 nly) et Uy (x). > n = xl aly): 
zyCxl.Jl xq Uy Ae y Cx 都 成 立 . 因此 有 S - 
[z,U,(x)]c [x,u]. ARET X Æ Moore 空间 . 

X X 3E REOS ACHE RESET I 多 = Dx LUC] ix 
EX} AIP BoP U(x) 是 5 中 包含 的 开 集 . 注意 y € [x U(x)] 
当日 仅 当 x Cy,1yl<w,yCU(x), 而 1x:xC Yl 是 有 限 集 , 所 以 多 是 
AER. 

3 是 可 分 度量 空间 , 它 有 可 数 基 | Uin wl. 设 它 对 有 限 并 是 封 
PAS . 假设 PX TPM RR RRA x, UAE 
式 ,这 时 必 存 在 UU, ARR x (a <a) Hila, UT: «uc 
S2 这 时 对 任意 a. BU x, Uae U. FR e Ung [, UIA Cag, U]. 
所 以 多 不 是 互 斥 的 ,这 证 明了 针 是 ccc 空间 . 

再 则 ,着 |%。:n< wl CX, 则 Ux 是 5 的 可 数 子 集 . 此 时 取 ES- 
Ux, BÍ V xn x, ECL s] S]. 所 以 x4:n<w| 不 是 稠密 的 , 即 X 不 是 
可 分 的 . 

最 后 我 们 证 明 x 的 正规 性 . AA eX Mr > 0,ic 
U(x,r) -[Ix,Ul(s- rs r)is€xl]. Bi U(x Dir Ol x 
TE X hBj— T OEE. 现在 设 U EX PER TEE ,我 们 证明 存 
TEJT REPEAT LU, EL fU UU, =U U.. TERHES X 的 全 正规 性 ( 见 
Engelking[ 1977] 第 73 页 1.5.K), 


Xi € UJ (x) >0,88 Uf s. Tay) cU dteG2- min| | xi - zj| : 
tE x,t geil X Aam = [xE mam 
U= UA nm FREIER «= soos | RRS S 中 的 一 
个 点 (zr < sz< an) FE 4mn 可 看 做 5" 的 一 个 子 集 . AT S EQ 
集 , 因 此 存在 S" PERT Pele 使 Anm = (Fam BE Voms = 
Uf of s.) rE rs] ub eL a, v C U. FÈ 
U= VU Y Vama SEER RTE Vine C U BDAY - 
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HZ = 121,75 2} © Vom TRI Vp EN, FP CX Ae © Finn E 
ec v( i) nul sgn). FE ec B( s) neea) (sea 


*2m 


BG, = Ul(s-e nee) DR #5 2U s BIER UAC 
引 z 5 )na( v.a). 

对 每 个 p, 存 在 i (p) tE- x, PI . 因为 = 是 有 限 集 , 存 在 
i, 和 PELNI” ,使 得 对 所 有 pe Pi, | A-a ' < 继续 推 证 ,存在 i 
和 无 限 的 P.C Pi, 使 得 对 所 有 pE P, 2-a p BURT i, 
i, 和 无 限 的 P, 有 faa) < 上 thai 


Slee) P, 是 无 限 集 ,所 以 ju |n 4%, |=. 因而 不 
WR a ca onego Pr s laong Cz A z '€ Fam BREE, 
就 会 有 oada D Fama = 名 ,而 这 是 不 可 能 的 . 因为 7 
€ ra BELL U( 2,7) CU HEM y€ MPEP, ARS cL I ye 
B sz) ,于 是 17 l ly 是 任意 的 ,所 以 zc 下 zi) cu m 
Vena C U. O 

现在 转 到 强 0 集 存在 性 的 问题 . 由 定理 3.2.5 T: 

3.2.10 3EHR(MA +7 CH) 及 中 任何 一 个 势 < c 的 不 可 数 集 都 
gH. 口 

对 定理 3.2.4 中 Silver 定理 的 论证 稍 作 眉 改 ,就 可 证 明 对 任何 n, 
R" 中 的 势 c e 的 不 可 数 子 集 都 是 @ 集 . 因而 定理 3.2. 10 的 结论 只 用 
P(c) 即 可 推 得 . 更 进一步 的 研究 指出 , 强 0 集 的 存在 与 4 集 的 存在 
实际 上 是 等 价 的 , 这 便 是 Proymusinski Hy F 3E 98 JR. ( Przymusinski 
(1980c]). 

3.2.14 EH FIE AMEE: 


(1) 存在 0 集 . 
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(2) 存在 强 OR. 

(3) X = 2w ,3EB. ACR o, 3 及 的 一 个 可 分 度量 p 和 ww 的 一 
个 可 分 度量 o ,使 得 A REO 0) x (ano) PIS F, 8. 

(4) 27 =2% 368 y 4cP(R), A = wi 3 及 的 可 分 度量 p, 使 
TR y AC4,A 都 是 (有 R,p) 的 FE. 

(5) 2% =2m ,并 且 Yn<w FRx wi 的 每 个 子 集 A ,存在 到 的 可 分 
度量 p 和 wi 的 可 分 度量 =, 使 得 4 是 (R,p) x Coa)" 中 的 所 和 集 . 

(6) 2° 22^ JPR V 4cP(Rx f). 1781 = wi, 存在 RR 的 可 分 度量 
p 和 wi 的 可 分 度量 ,使 得 V4E.A,4 ER, p) x (we)" PH, RE 

证 明 (2) 才 (1) 是 显然 的 . 

{1) 考 (3). 先 证 一 个 引 理 . 

引 理 设 4cCXxY,|lYls<c,p 是 的 一 个 可 分 度量 , 则 Y¥ y€ v, 
A= fxi y) EALE p) F, Sio 3 Y 的 可 分 度量 o, 使 4 基 
(X,p) x (Y, oc) Pi] F, Æ. 

证 明 “充分 性 是 明显 的 . 下 面 证 明 必 要 性 y yE Y E X- A, = 
站 G6, 其 中 Gm 是 (于,p) 中 的 开 集 . X B. ia € NI 是 (XX,p) 的 一 个 
基 , 令 Can= | yYE Y: Ba C Gynt. BACK x ¥)-Az= CB, x Cum) 因 
为 171<c, 所 以 不 妨 设 Y CR. YEA R 的 子 空间 是 可 分 度量 空间 . 取 
它 的 一 个 基 | Unn ENJ A Un EN U Cmi:n mE N ATEHER 
Y 的 一 个 新 的 度量 o, 则 Ca 都 是 (Y,c) 中 的 开 集 , FRE XX 了 -4 是 
(X,p) x (Ya) 中 的 G, A P F, 2 . 引 理 得 证 . 

现在 设 o 是 ui 的 一 个 可 分 度量 拓扑 ,使 得 (mwi,o) 是 一 个 中 集 ， 
这 时 ,YACRxX a, Yc ERA, = |yi(x, y)€ Allo, o) PS F, 
Æ geet FE RTE p, 使 4 REOR p) x Con o) PRY 
FÉ. 

(3)22(4). Ub A= lAa «ol. ASUIA, x leise «og cR 
x o. BIOS ,存在 可 分 度量 p,c ,使 4 ECR, p) x (n, 0) PRY FL. 
因此 A 的 每 个 截 口 , 即 A, WER, o) HAI F, R. 

(4) 一 (5) .为 了 简单 ,只 就 x =2 的 情况 证 明 ,n > 2 时 可 归纳 地 论证 . 
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ACR (a,x 0).9 Bzl(r,a,B) C A:iaszBl C l(r,a, B) 
€ Aia > BL. MBM MEM A= BU C 的 事实 ,不 六 假定 4 B. 
对 每 个 8 < a, A Ag= i(r,aJERx a :Cr,a, B)€ AI. 由 引 理 ,只 需 证 
明 存在 可 分 度量 p,o ,使 所 有 的 Ag 都 是 (R,p) x Co, oc PIS FB. 
因为 AgCRx (B+1),Ap= Ul Ago x lalia s BH ERROR, Hp Aga 
1rE RiC r.a) € Ag! ,所 以 内需 证 明 存在 RR 的 可 分 度量 ,使 所 有 的 Ag 
是 (R,o) 中 的 F, 集 即 可 . 但 这 由 (4) 就 可 推出 . 

(5)2(6).t A= LA, ia € eil. AS UlA, x lala & os] CR 
x wt) X o; 2 Rx wf*!, 并 应 用 (5) 即 得 . 

(6)2(2). MEET n « w, 27 = 2^ A ACD EA ALL rE 
RI. S A-Ullri x A:r€ RI CRx off. 由 (人 ,存在 可 分 度量 posso, 
{E A ECR, p) x Cwis dn)” 中 的 F, SE TENA Col, A, Cn o^ 
中 的 F,R Bwna) EOR lan € NI E o 的 一 个 可 分 度量 序 
列 , 考 虑 乘积 空间 Milono) n € NI ft fask& A= liv n€N, 
An)= aae<oil,A 作 为 飞 积 空间 的 子 空间 是 一 个 可 分 度量 空间 . 设 
它 的 度量 为 o. Yn, (Aoa w EBRI foo 是 连续 一 一 映 
射 , 所 以 = 比 所 有 的 o 强 . A ae n, A, Cot, A, RC 02" 
中 的 已 集 .这 就 证 明了 (watya) 是 一 个 强 Qf. L1 

此 外 ,Przymusinski[ 19788] E UE] T P RS ae s 

(D30£&. 

(2) R*! 是 一 个 第 一 可 数 可 分 空间 的 连续 像 . 

(3) 每 个 势 (或 权 ) = wi 的 空间 都 可 以 搬入 一 个 序列 可 分 空间 . 

下 面 我 们 介绍 Wage 提供 的 一 个 机 器 . 通过 这 个 机 器 , 当 输 进 一 个 
正规 而 不 是 族 正 规 的 空间 时 ,将 产生 一 个 正则 但 非 正规 的 空间 . 同时 
这 个 机 器 能 保持 许多 有 用 的 拓扑 性 质 . 在 承认 存在 Q 集 的 前 担 下 ,可 
以 用 它 构造 出 一 个 可 数 仿 紧 的 , 亚 紧 , 非 正规 的 Moore 空间 . 换 句 话 
说 , 它 是 一 个 有 一 致 基 的 反 Dowker 空间 . 

3.2.12 定理 对 任 一 正规 , 非 CWN 的 空间 ,可 以 相应 作出 一 
个 正则 非 正规 的 空间 X^ ,机 器 X— X 保持 下 列 各 性 质 : (1) 可 数 仿 
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紧 性 ; (2) Moore YE; (3) 第 一 可 数 性 ; (4) CWH 性 ; (5) (perfect) tE; 
(6) IEEE: (7) ortho RHE. (Wage[ 1976]) 

证 明 HA: < EE X M-TH PRR RARE, H = 
UH*,D-X-H. 

X* S[Xx10,1] JU[LD x l(a,B):a, 8 « &,a s gl]. 
引进 两 个 记号 ; 

(D VxC€ X,8€ Í0o,1l id xz ixi x i8] 2 (x,8). 

(2 vACX,8€ l0,1lU I(a, Pia B< Sas Bl, id Aj c (Ax 

i8D0nx*. 
POE: 
Q) X* - GSUH) = DUD UD x [(e. Dio p FHT 
都 是 孤立 点 . 

(2) 对 每 个 开 的 Uc DUH* - X- UR Bal, HE 

Ulva ajie#aAt Uy (03D, 
UUme Un (13) 
都 是 X* 中 的 基本 开 集 . 

为 了 证 明 用 此 方式 能 生成 x * 的 一 个 拓扑 ,我 们 来 验证 它 符 合 邻 
MAH . 注意 0 型 集 与 不 相交 ,1 型 集 与 X, 不 相交 ,所 以 不 同型 基 
本 开 集 之 变 仅 包含 孤立 点 ,而 同一 型 的 两 个 集 之 交 仍 是 同一 型 的 集 . 
因此 确实 满足 邻 域 公理 . 

正则 性 . 设 wo 是 非 孤 立 点 ,不 妨 设 xQ€ AG, RH xQ€ UU 
[UIU,.p:oze 8) ]. X SIEM AD, RX PAIR VB eC VC CV C 
ULM x; € VUIU Vosa se 811. 我 们 来 证 明 Cy’ (VU 


[Uf Vu m:rasBl D c ULU i Uem: a x Bil. ic T= U,U 


[Ul tee. g:@¢# All, Y= VOULUIM gree Bi]. y € UA y 
BMWA . 分 两 种 情况 : (1) y€ Uta Beal x 10,1). ER UN 
[UI Beet }=O,FRUN[ULH : pal] =Ø. y € H?x 
10,11 , 则 存在 wc DU HP, wOv-O . 于 是 由 下 生成 的 基本 开 集 
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和 包含 了 y 并 昌 与 六 不 相交 . (2) y€ H^ x l0,11.34 y € H* x lo] Bp, AT 
以 按 类 似 (1) 的 情况 处 理 ; 当 yE H^ x 1| 时 , 它 有 (1) 型 的 基本 邻 域 水 
远 不 与 VHE. 这 样 正 则 性 得 证 . 

非 正规 性 Xo 5j X, 是 不 相交 的 闭 集 . 假若 U, VERMES X, 
与 x, AFR HERI AC X* id z(A)2Ix€ xX: 58 =088 1, (x, 
SCA) MEE e, 取 包含 H$ 和 Hi 的 基本 开 集 UcU 和 WCV. 不 
失 普 记性 ,可 设 CU) = CV.) ATi a < 在 是 不 可 分 离 的 ,存在 
apsah fE r UNa VAD .于 是 [Ufx(U) x (a A01 :a 
AMIN U tat he) x (3,801 :8aall2 [x CE x Ha, BIA (Vy) 
xil Alle . 这 样 就 有 UNV eS . 

可 数 仿 紧 性 F"), E X * PATEAR, AWS. A 
H Dx (asp8):az 昌 中 的 点 都 是 孤立 点 ,所 以 不 妨 设 Po XoU X. 
注意 当 F" 是 闭 集 时 ,x(F") 也 是 X 中 的 闭 集 . 由 无 的 可 数 仿 紧 性 及 
站 lx(F"):n < wi =O, X PR FRA RA UT), Un 5 
z (F^) IPAM Cu" =B, TEC (7) = BT e CUT) X rf 
包含 WAR. SEW NY s (0) =O. RAR xo 属于 
N Clg z (CU), RE ae (U*) = £ , A RITE Lh 
失 普遍 性 ,可 设 zoE HT x 101 .车 xo€ Cyt m CU), EXE x 的 任 一 工 
邻 域 Wc DUH, PUJ? Wey:as4|] 与 x '(U") 有 不 空 的 交 . 
从 而 zr(WoU[UiWonyrazA1])= Sele -1(U"))=U" 有 不 空 的 
3. FE x € CLL". BRAN Cl m I CUP aa . 

35197], RE X NPR EX 

84, zlipi:pe HUM LUI: vesc UIT VER, 
其 中 Ts 2 VULU VG Asa, 


F= ¥,ULU4 V4.4) A sa]. 
不 难 证 明 12,1, EX" 的 一 个 展开 . 
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(3) ~ (PETIERE ISEI ELS UDUGEE - 口 

3.2.13 定理 3 了 4 心 集 , 则 存在 亚 紧 Moore 空间 , 它 是 可 数 仿 紧 而 
不 是 正规 的 . 

WEAR ”利用 定理 3.2.9 构造 的 亚 紧 正规 Moore 空间 X(A WER 
可 度量 ,所 以 不 是 族 正 规 的 ) 作 为 定理 3.2. 12 的 输入 ,所 产生 的 空间 
X* 即 为 所 求 . 口 

最 后 ,我 们 介绍 Dawis[1979] 的 一 个 结果 以 结束 本 节 . 

3.2.14 定理 ~ 39 85434 o MEREM, Ao RE 
的 空间 , 它 不 是 全 的 . 

证 明 ERREP EA o, RETE X 由 假设 ,区 不 是 9 集 . 于 
是 存在 XWTRW,CREFSR XMF, R. 现在 作 一 个 比 原 拓 扑 
较 细 的 拓扑 c= {CU K: Ccx BEAR, Kc WW 是 任意 的 1, 则 到 在 
(下 ,r) 中 是 由 孤立 点 组 成 的 开 子 空间 ,下 - WR. 假若 存在 | G: 
newl Knew, E X-F NEGU K,) jh K,- V-Z, 
X- Wz[6,.ix 5 WPA X PAF, RNET E, Br 
CX, PERRI. 又 因为 的 原 拓 扑 是 遗传 正规 的 ,有 -ERE ,多 
= 出 .和 ,而 .多 Uiipl:aE WW 是 (X,r) 的 一 个 o- 互 斥 基 ,再 则 ,注意 在 
X- 下 上 ,新 \ 旧 两 种 拓扑 是 一 致 的 ,而 W 4ECX, c) PETERET E 
间 , 所 以 (xX,r+) 也 是 遗传 正规 的 . o 


$3 ”关于 正规 Moore 空间 猜想 


时 在 拓扑 学 的 草创 时 期 ,就 已 经 出 现 了 展开 《development) 和 可 展 
空间 的 概念 雏形 .加 书 纪 二 三 十 年 代 , 围 绕 着 寻求 拓扑 空间 度量 化 的 
条 件 的 问题 先后 出 现 了 一 批 有 意义 的 成 果 , 例 如 Alexandroff 度量 化 定 
理 ,Ursohn 度量 化 定理 , Moore 的 度量 化 定理 ,等 等 ,1933 年 Jones 正式 
提出 了 是 否 每 个 正规 Moore 空间 都 是 可 度量 的 问题 . 后 来 人 们 就 把 
“每 个 正规 Moore 空间 都 是 可 度量 的 "这 个 命题 称 为 正规 Moore 空间 猜 
想 (Normal Moore Space Conjecbore, 简 称 为 NMC) . 从 此 ,证 实 NMC 或 举 
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HEE NMC 成 了 点 集 拓扑 学 的 中 心 课题 之 一 , Bl 20 世纪 多 年 代 前 
期 ,这 个 问题 出 现 过 儿 个 重要 的 进展 . 

1. 1937 年 Jones 证 明了 ;2” < 2 一 每 个 可 分 正规 Moore 空间 是 可 
度量 的 . 

2. 1950 年 前 后 , Bing 等 人 证 明了 : 族 正规 Moore 空间 或 仿 紧 的 
Moore 空间 是 可 度量 的 ,可 串 的 正规 Moore 空间 是 可 度量 的 . 

3. 1964 年 Heath 证 明了 :存在 不 可 度量 的 可 分 正规 Moore 空间 的 
充 要 条 件 是 存在 只 集 . 车 存在 不 可 度量 的 可 分 正规 Moore 空间 , 则 也 
存在 不 可 度量 的 正规 亚 紧 Moore 空间 . 

Heath 的 结果 与 Alexandroff 提出 的 一 个 问题 有 着 密切 联系 . 拓扑 
空间 XX 的 一 个 基 RABE (uniform base) ,如 果 对 任意 x 和 .及 = 
[BC 3 «C BI RUE THB! |B n < ew | Es 的 一 
个 局 部 基 . Alexandroff 的 问题 是 : 基 否 每 个 有 一 致 基 的 正规 空间 都 是 可 
EEH? 1964 年 , Heath 证 明了 正则 空间 X 4 — SICH BO TEE A PEE X 
EEK Moore 空间 .Heath 的 结果 表明 ,如 果 O 集 确 实 存在 的 话 , 那 么 
Alexandro 问题 的 答案 就 是 否定 的 . 

进入 加 世纪 30 年 代 , 由 于 和 集 论 取得 了 长 足 的 进展 ,NMC 的 研究 也 
获得 许多 深刻 的 成 果 . 首先 , Con( ZFC + MA - 4 CH) 的 证 明 使 0 集 的 
存在 有 了 理论 上 的 合法 依据 ,表明 可 分 情况 下 的 NMC 是 独立 于 ZFC 
的 .1982 年 ,Watson 证 明了 Y= 工 一 每 个 局 部 紧 正 规 的 日 可 加 细 室 间 
是 仿 紧 的 (参看 Burke[ 1984a]8.7). 这 样 ,V=L 一 局 部 紧 正规 Moore 空 
间 是 可 度量 的 . h F MA +74 CH 一 了 不 可 度量 的 局 部 紧 正 规 Moore 空 
间 { 见 3.2.6) ,说 明 在 局 部 紧 情 况 下 的 NMC 也 是 独立 于 ZFC 的 . 

鉴于 许多 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 的 例子 都 是 异 助 于 
MA +7 CHENE H EAI, AT HBAS ae CH 或 者 进一步 借助 于 
VY= 工 有 可 能 正面 证 实 NMC. 但 是 这 种 努力 是 不 会 成 功 的 ,因为 1982 
年 ,Fleissner[ 1982] 措 出 运用 CH 也 可 以 构造 出 一 个 不 可 度量 的 , 亚 紧 正 
规 Moore 空间 . 

进入 加 世纪 80 年 代 以 来 的 一 个 重大 进展 是 Nyikos[ 1980] 取 得 的 . 
他 利用 乘积 测度 扩张 公理 (PWMEA , Hj! Product Measure Extension Axiom) 证 
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明了 所 有 的 正规 Moore 空间 都 是 可 度量 的 . 
设 2 10,11 JRE m(10}) = m(111) = 5 38 是 一 基数 ， 


是 乘积 空间 “2 上 按 典 型 的 方式 生成 的 (Borel) 乘 积 测度 - 
3.3.1 EM 记 c=2, 集 外 上 的 一 个 测度 称 为 c 可 却 的 ,如 
果 对 三 中 任意 一 个 互 斥 子 集 族 46, 41l < ce LA (U£) = 


Bjal AEA. m 
3.3.2 定义 ”PMEA 是 指 下 列 命题 :对 任何 基数 4,*2 上 通常 的 
乘积 测度 y 都 可 以 扩张 到 2002) LRAT e 可 加 的 测度 . 口 


3.3.3 定义 设 世 是 拓扑 空间 , 互 斥 集 族 Bg- IC): yO RAR 
好 分 离 的 ,如 果 存 在 互 斥 开 集 族 多 = | :YET1 yyer, Oc 
U,. PRATER UR y ACD, 3 互 斥 开 集 U,V, 使 得 U IC, YE 
Alcu,Uie,:7EPr-Atev. 口 

容易 看 出 ,每 个 良好 分 离 的 集 族 都 是 正规 化 的 ， 若 OX EEZ 
间 , 则 每 个 离散 族 都 是 正规 化 的 . 工 是 族 正规 的 当 且 仅 当 每 个 离散 族 
都 是 良好 分 离 的 . 

3.3.4 定理 (PMEA) 设 x()<c, 则 并 中 的 每 个 正规 化 子 集 族 
= 1C):Y<4| 都 是 良好 分 离 的 .(Nyikos[ 1980]) 

证 明 Be 是 由 *2 上 通常 乘积 测度 扩张 得 到 的 c 可 加 测度 . 对 
任意 a «4d B= fC 22: fla) = 1) ERE (2) =1 ,又 gz 月 时 ,有 
-名 = f:f(a) = 1,602) =0}, AM C8 - 8) = ul) A- 
BUR) = 十 x 证 = 放 .再 者 ,每 个 /E12 都 是 4 RE FR A, 的 特征 
函数 , 即 4/= fe Ca fle) =1i. 由 于 多 是 正规 化 的 ,因此 对 应 有 互 斥 的 
FR Ur, Vap EU G: YE A] cU UTC YEA -Ad CV, 

IJEM a Ea pe C, HEAR 的 一 个 局 部 大 | Uy(p):Y < 
后 | ,其 中 名 ec 是 一 个 基数 . 令 elip, y] = ifE*2:Uy(p)C UR 
Uy(p)C V,i. BAIER S MaE aE 4y, 则 pE Uy A a € Ay, Wl 
PE Wy: 在 两 种 情况 下 都 存在 y, UL (p) CU, GR Va). ET f€ 
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lp. RUA US apy diy « i S? 2. BET o8 p Y Y « LE 
Bec MRK BHA. EXER Le (U oL p. Y 1: «80:0 « ble 
单调 收 敏 于 1 的 超 限 序列 . 由 实数 的 阿 基 米 得 性 质 ,必定 存在 有 限 个 
指标 yip), ao pd CU ap rip) si 21, alp) > 


1.8 y, BU yen) CH Up C) MAHER FE glp, (91,8 fE 


por) BELL CE pr, D > T. 
若 对 所 有 的 a < 4 和 所 有 的 PE C, 都 这 样 地 作出 Alp, y, 1, FAB 
它 简单 地 记 为 Ap) WER p,9, 有 
et OD Aa) = íuCO2- (02-4 p))U C2 - Aa) 
=1-[t-p(@(p)))-[1-pCla&q))] 
= ul Ap) + uo q))-1 
了 了 3 
= 8 + 8 -l= 4" 
假设 pE Cq E Cp T au BL p CR - Be) = 二 ,存在 JE 
Alp Na nN LE - Bh). A fla) = 1/08) = 0,88 pE 
Us qe Va, E: f€-tlp. Yel ,得 到 Uy (PIC 到 :类似 地 有 Uy (ae 
Va 于 是 Uy (PIN, (g) =O .对 每 个 中, 令 
U= UTU, tp):pE Co， 
Uj Z= iUa <AlL BARA RR HARE C, C 6. 这 就 证 明了 1 GC,: 


a <4| 是 良好 分 离 的 . O 
3.3.5 SERB(PMEA) (1) iE X(X) «c, X AERA, M X 
也 是 族 正规 的 . 


(2) 每 个 正规 Moore 空间 都 是 可 度量 的 . 
(3) 每 个 有 一 致 基 的 正规 空间 都 是 可 上 度量 的 .(Nyikos[ 1980]) C 
下 而 介绍 的 是 Burke! 1984b] 中 的 一 个 主要 结果 . 他 应 用 PMEA 证 
明了 第 一 可 数 ,可 数 仿 紧 的 次 仿 紧 空间 是 仿 紧 的 . 作为 推论 ,可 以 得 出 
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每 个 可 数 仿 紧 的 Moore 空间 都 是 可 度量 的 . 
先 给 出 一 个 引 理 . 
3.3.6 引 理 设 4 是 一 个 集 , 关 是 42 上 的 通常 的 乘积 测度 , J, 
hos Is E LAT98ENTRTRIRAS EEE ilil =k E gi 72, 


M, c (/€^2:9 c f JA naa OM) ee. 

证 明 直 MW, U MUO Me cMUMU UM. 故 不 妨 就 
n=24"! 的 情况 证 明 即 可 ， HEURE RI AE lian. 有 uM) 
z2-5, (MI IM 2277. 注意 
#OM,U MU UM = BM + plM- Mi) + plM- (MU M2)) 

tr eM, OU UM, 
而 M,- (MUU M-i) = M; MU MN M; 


= Mj- UNM), 
所 以 pM UM) = pM) -pCU MN M) 
2404) - 224040 M) »27* - G- 127. 


于 是 (MU MU U Mi) n27* - 24 - 1027 
22/-n(a-1)79^! 
>2-1- g73e12gnt- 32. 口 
3.3.7 定理 (PMEA) 设 工 是 第 一 可 数 的 可 数 仿 紧 空 间 , 宛 = 
i Pp:p8< Al eR, RAR- UP p< ala 
一 个 开 加 细 序 列 | Wi: m < w| ,使 得 对 任意 x€ X FEE m dii E, Er 
处 局 部 有 限 . 
WEB] 设 关 是 “2 上 通常 的 荫 积 测度 到 C2 LAP sew 
EEX B x HATTERBE] V (x):newl. St Er A 
Ag =IBEA: AY, B) -O,SEBER y< wt. 
Maca,> 
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Ag = IgE Aif(a B =1, FLY Y <a, JC.) 200. 
Raga, > 
Wy = X-Ul Pe: Ba, PE A4, 
#p=tWy:acel. 
从 定义 可 验证 多 7 是 的 开 和 覆盖 . aU yaw | SE, 的 按 指 
标 对 应 的 局 部 有 限 开 如 细 . 对 每 个 PE US REN. 
Dl p) =1fE"""2: Jee, fh Vilp)cUyi. 
易 见 km oy, DCA, p) 1 2c FETE k(n, p) € NL fii 
p D p) p) m1 - 140-2"), (x) 
而 且 我 们 还 可 以 假定 nyp) < k(n+1,p). 现在 对 B<4, 令 
Hin, 8) = U l Viens (pep Pal, 
,= | H(n.B:B«alUlx-Usl, 
则 we, 是 定理 所 述 的 典型 开 覆盖 的 一 个 开 加 细 . 
假若 存在 点 x C ,使 得 对 尾 何 ,ond( V,( 2), Æ) eo. 分 别 取 不 
MIHI 8, 84, CAE VAI NH, BS . X3 p, Pg ,使 
PN uppl) #2 GEN). 
注意 , 当 rsh poit, VOD Vp) x 8. 
B, = | fE 2 od V, (x) E) nl. 


则 B, 单 亩 上 升 ,并 且 UB, = "2. 于 是 存在 m, 使 (Bs) > 二 .对 任意 
jtoiam,> 
Ys Bios fs {yO0sisml, 
M,zif€**"2:f(r. y, 21 当 且 仅 当 对 于 0srsm,0sism 有 
r-il. 
M, 是 ***2 中 的 一 个 基本 邻 域 ,并 且 对 任何 fE M; FO i mE Ay 
erzi.X p( Mj) -27* RP k= (m+1). 
对 上 面 措 述 的 MEE = Cm + 1) EHSA 3.3,6, 就 可 断言 当 n 
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-=28-! 时 ,有 nt UUM) » 1. 着 记 S= BOCM U UM), 
uts) = p(B) + pM U U Ma) - 2B U MU U Ma) 


2,1 _,_1 
> ety 1-53. 


FETE j Lec jun. p (B, MO > do e 1/7201). 

考虑 集 

E=) DOG 1,93) 43), 
其 中 gi 7 Pym +) + a+ 由 式 ! x ) ,我 们 有 
BE el - 1/2 e, 

这 样 就 存在 ge € BLOM OE. NEEE: 

(1) g€ B, 表明 ord( Von Ap m. 

(2) g€ M, R y; € A,(Osc i m) ,于 是 gE Ug- 

(3) g€ Ez (\D(k(m+ 1, qj), qn) 表明 Yi,0s is<m, 有 
Vin eio) 90) C Ug: 因此 有 

V, Gf Ug D Vra en GO Veg n + ing) ( 9. 

由 此 得 出 od( V (x2, Zp x m 1.3X 5: CD ERE ROT TEE AI TR UICE 
有 某 个 muli % 在 点 * AR . | 口 

3.3.8 定理 (PMEA) 设 工 是 第 一 可 数 的 可 数 仿 紧 空间 ,| :a 
« A ERRE, Unc w,a <4| 是 开 集 族 ,使 得 对 所 有 a 2, 

F,C QU, CN Un D,. 

(1) # Wee UD ia <A RE U TRU | FL ia 
«AlcUCUCWV. 

(2) BOA a. P< 4,04 BV D, N Fs = Ø, WI Faia «AI 
以 由 一 族 开 集 分 离 . 

证 明 ”由 定理 3.3.7, 存 在 开 集 族 序列 [WV,:nEN|,. 甸 ,= | Rute 
<A} ,满足 Fa C Hra C Us; Bearta C Hua AIHEEN EX, FE m, 
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使 AE, 在 x 处 局 部 有 限 . 

(DV, -X-O(UIHu:a <Al) ARI WU I EN 
X  . 于 是 存在 按 指 标的 局 部 有 限 开 加 细 | U1G,:nEN|. 今 
U-X-CQ(U6,) XARA U LE, ia <alCucucw. 

(2) 4 Ka = f, -C(U | Bai Be A Beat), 

K, = UK， 
则 有 FCK FAH arpit, A Kf K=. DAD Ka <4} 就 是 分 
BiFa <41 的 开 集 族 . 口 

为 了 证 明 下 面 的 定理 3,3.9, 我 们 先 氢 述 两 个 已 知 的 结果 . 

(A) 第 一 可 数 的 可 数 仿 紧 T, 空间 是 正则 的 (Aul[1965], 参考 
Engelking[ 1977]5.2. D). 

(B) 空间 是 正规 的 当 且 仅 当 对 任何 不 相交 的 闭 集 五、 下 ,存在 开 
EPA | H, nC NI ,使 得 FC UM, FHM a,H,( E-O(QBS 
Engelking| 1977 ]1.5. 14). 

3.3.9 定理 (PMEA】 第 一 可 数 ,可 数 仿 紧 的 次 仿 紧 T 空间 一 定 
是 仿 紧 的 . 

证 明 设 工 是 这 样 的 一 个 空间 ,我 们 先 证 明 蕊 是 正规 的 . 设 下， 
五 是 不 相交 的 闭 集 ,由 (A) 知 X Ji BIB . FARA TH ， 
a<Al f FCU Use <All, Myo, UES. dix Ra BE, 
存在 o 离散 闭 集 族 .F= | FanEN, acA (BPZ =| Fa cA ER 
散 的 ) USS FF, 并 且 Vo, F C U,. 由 定理 3.3.8{1), 存 在 开 集 列 
Hn EN) {Et y n, Ul Fata calc H,cH,cX- E. HODOR ELI 
dix dare. 

现在 利用 定理 3.3.4, 得 出 下 是 族 正 规 的 ,而 族 正 规 的 次 仿 紧 空间 


是 仿 紧 的 . L1 
3.3.10 定理 (PMEA) 每 个 可 数 仿 紧 的 Moore 空间 都 是 可 度量 
的 . 口 


Nyikos 和 Burke 的 结果 都 是 利用 PMEA 推出 来 的 . 这 个 公理 断言 
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通常 的 乘积 测度 {c 可 加 Borel 测度 ) "TUA" 3E SI 0 (2) 72 的 每 个 子 
集 都 是 可 测 的) 上 成 为 一 个 。 可 加 的 测度 . 然而 ,关键 的 问题 在 于 ,这 
种 扩张 的 存在 性 是 不 是 会 和 2FC 公理 系统 相 容 . 

一 个 基数 x 称 为 可 测 基数 ,如 果 x > ,并且 x 上 存在 一 个 x 完备 
的 自由 超 滤 ( 即 存在 x 上 的 一 个 超 滤 多 ,使 得 门 多 = OB y .BC 多, 若 
L4l « «, WINE e). 

5 称 为 强 紧 基数 ,如 果 x > we 是 正则 基数 ,并 且 对 任何 上 集 5,5 
上 的 任何 一 个 x 完备 的 滤 子 都 可 以 扩张 成 一 个 < 完备 的 超 滤 . 

每 个 强 紧 基 数 都 是 可 测 基数 ,因为 PF= IXCeie- Xl < x| 是 一 
个 在 完备 的 自由 滤 子 ,由 多 扩张 成 的 «的 任何 一 个 超 滤 多 也 是 一 个 
x 完备 的 自由 超 滤 . 

车 是 可 测 基数 , 则 * 必定 是 正则 基数 ,并 且 是 一 个 不 可 达 (inac- 
cessible) 基 数 . 

Kunen 证 明了 ,假如 在 一 个 存在 强 紧 基 数 « 的 ZFC 模型 上 通过 
generic 23K JI E. «个 随机 实数 , 则 在 所 得 到 的 扩张 模型 中 PMEA 成 
立 . 换 句 话说 ,也 就 是 证 明了 

Con( ZFC + 1 P4 E EE) - ConCZFC + PMEA). 

iX FÉ. PMEA 和 NMC 的 成 立 ,很 可 能 与 大 基数 假设 有 关联 ,但 人 们 
通常 都 不 愿意 自己 的 研究 结果 与 大 基 救 假设 有 牵连 ,因为 存在 大 基数 
与 ZFC 的 相 容 性 是 不 可 能 有 形式 化 的 证 明 的 (参看 Kunen[1980] 第 145 
页 ) .然而 ,期望 NMC 正面 解答 与 ZFC 的 相 容 性 能 避 开 大 基数 假设 最 终 
是 不 能 实现 的 .Meiasener[ 1982] 运 用 一 个 集 论 假设 HYP 构造 了 一 个 正 
规 . 亚 紧 ,不 可 度量 的 Moore 空间 .HYP 指 的 是 如 下 的 命题 : 3 基数 x, 
ERFA en EN AE EWE PAE: 

(1) (a) V ne < insire = Urai 

(b) V n,2- « v. 
(2) 2*2 x*. 
(3) (a) Ecié€ x* :cf( 2) = ol FO E 是 «+ 中 的 一 个 平稳 集 . 
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(b) VB«x' ENS YE B PRE ESR . 

如 果 CH Bir RAS «=n, 50,8 = {ACoA 是 极限 序数 | ， 
上 述 HYP 就 能 成 立 . 这 说 明 能 由 CH 构造 出 正规 , 亚 紧 ,不 可 度 基 的 
Moore 空间 . 更 为 重要 的 一 点 是 Dodd 和 Jensen! 1981] 证 明了 如 果 HYP 
不 成 立 ,那么 可 以 构造 出 一 个 内 模型 ,在 这 个 模型 内 存在 可 测 基数 ,也 
就 是 说 证 明了 

Con( ZFC + HYP)— Con( ZFC + 导 可 测 基 数 ) . 
这 个 结果 表明 了 NMC 与 ZFc 的 相 容 性 不 可 避免 地 要 涉及 大 基数 与 
ZFC 的 相 容 性 . 因此 NMC 与 ZFC 的 相 容 性 也 不 可 能 有 形式 化 的 证 明 . 
利用 PMEA ,还 得 到 了 下 述 结果 . 
3.3.11 定理 (PMEA) 第 一 可 数 的 可 数 亚 紧 空间 中 的 任 一 闭 离 


散 集 都 是 C HB. ( Burke[ 19848 ]) 口 
3.3.12 定理 (PMEA) # X EKEN, SEHE cc HI X 
是 族 式 次 正规 的 . (Junnila[ 1983] ) 口 


3.3.13 定理 (PMEA) 
(I) RHE < 的 可 数 meso 紧 ( 可 数 亚 紧 ) 空 间 是 高 散 次 meso (Xt 
亚 ) 可 膨胀 的 . 
(2) BEHE < c 的 启 部 暴 , 可 数 仿 紧 的 空间 是 可 膨胀 的 (expand- 
able). 
(3) BTR, AY TE AE TO Res e e OE REA (RAE 
[1994]) 口 
这 里 的 次 正规 性 . 族 式 次 正规 性 与 Burke[ 1984a14. 19 前 面 介绍 的 
他 正规 性 及 族 式 他 正规 性 会 义 相同 . 狭义 拟 仿 紧 空间 的 概念 基 刘 应 明 
[1977] 首 先 提出 的 . 
29> , Balogh 与 Burke[ 1994] 研 究 了 正规 空间 ,他 们 证 明了 下 面 
的 定理 : 
3.3.14 定理 (PMEA) 第 一 可 数 的 ,7 正规 空间 是 族 式 ,7 正规 的 . 
m 
另 一 个 比 PMEA 稍 弱 一 点 的 命题 是 下 述 的 “ 测度 扩张 公理 . 
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c MEA(c Measure Extension Axiom) 对 "2 中 任意 c 4-3 18,72 上 通 
常 的 滋 积 测度 都 可 以 作出 一 个 包含 这 “。 个 子 集 在 内 的 测度 扩张 . 

Nyikos[ 1989j 证 明了 下 面 的 定理 : 

3.3.15 定理 (ec MEA) 正规 ,局 部 紧 , 局 部 连通 的 第 -- 可 教 空间 
都 是 族 正规 的 . 口 

作为 推论 立即 可 知 c MEA 蓝 涵 任何 一 个 正规 波形 都 是 族 正 规 的 . 

Fleissner[ 1985] 利 用 乘积 范畴 扩张 公理 (Product Category Extension 
Axiom) 也 证 明了 定理 3.3.11 中 所 述 的 相同 命题 . 

值得 提出 的 是 扩张 公理 c MEA 和 PCEA 与 ZFC 的 相 容 性 也 都 涉及 
大 基数 假设 与 ZFC 的 相 容 性 . 

除 上 述 的 外 ,读者 还 可 以 参考 其 利生 [1995] 和 徐 忠 昌 [1995]. 
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SOR Sulin £& oS 


$1 Suslin £z 5 Suslin 树 


在 全 序 集 的 研究 中 很 时 就 知道 下 面 的 结论 ;(1) 一 个 可 数 的 全 序 
集 必定 ( 序 ) 同 构 于 有 理 数 集 Q 的 一 个 子 集 .(2) 一 个 有 可 数 ( 序 ) 稠 密 
子 集 的 全 序 集 必定 ( 序 ) 同 构 于 及 的 一 个 子 集 ,(3) 有 可 数 ( 序 ) 稠 密 子 
集 ,Dedekind 完备 .没有 间隙 {gap) 和 没有 端点 的 有 序 集 必 与 尺 同 构 . 
(2) (3) 分 别 等 价 于 每 个 可 分 的 LOTS MATRA 及 和 每 个 可 分 ,连通 ， 
并 且 没 有 最 大 元 和 最 小 元 的 LOTS SRA . 那么 ,上 述 结论 当 用 比 
可 分 性 较 弱 的 COC 取代 时 是 否 仍 能 成 立 呢 ?1920 年 Suslin 首先 提出 了 
这 个 问题 . 后 来 人 人们 就 把 连通 ,CCC, 不 可 分 ,并 且 没 有 最 大 元 和 最 小 
元 的 全 序 集 称 为 Suslin 线 , 而 把 “每 个 连通 ,CCC, 没 有 最 大 元 和 最 小 元 
的 LOTS 必定 同 胚 于 R 这 个 命题 称 为 Suslin (B42 (Suslin’ s Hypothesis, 记 
作 SH). fd f, J Suslin Be SH. 

虽然 Suslin 线 的 概念 很 早 就 提 了 出 来 ,但 相当 长 一 段 时 间 , 人们 还 
不 知道 Suslin 线 究竟 是 存在 还 是 不 存在 .1943 年 Miller 证 明了 ,存在 
Suslin 线 当 且 仅 当 存在 Suslin 树 ( 一 个 没有 不 可 数 链 和 不 可 数 反 链 的 an 
树 ) .1935 年 Kurepa 利用 Suslin 线 证 明了 存在 一 个 CCC 空间 , 它 的 平方 
不 满足 CCC.20 世纪 70 年 代 初 , Kunen 证 明了 MA wi = CCC 2x [B] E] 36 
积 还 是 CCC 空间 ,之 后 就 证 明了 MA + CH->SH. 另 一 方面 ,Jensen 又 
证 明了 人 > — Suslin 树 . 这 样 ,就 表明 Suslin 线 ( 树 ) 的 存在 性 是 与 ZFC 
独立 的 了 . 

下 面 我 们 先 介 绍 Sulin 线 的 一 些 基 本 性 质 . 

i 5 是 一 条 Suslin 线 . 

(1) S 作为 LOTS 是 单调 正规 的 ,从 而 它 有 很 强 的 分 离 性 质 . 
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(2) S 是 局 部 紧 的 . 实际 上 ,对 任意 的 a, 0€ S, a c b, MEAL a 
b ] 都 是 紧 的 . 考 虚 [a,5] 的 一 个 由 (相对 ) 开 区 间 构 成 的 覆盖 Fic 多 
= 1U:U 是 的 有 限 并 ,并 且 U BARA, Ric U, = U1UE aE 
Ul. 易 证 U, 是 (相对 于 [a,5] 的 ) 一 个 开 闭 集 . 由 于 [a,8] 是 连通 的 ， 
因此 bE 已 ,于 是 存在 UC 多 ,使 得 b € U,BI 多 有 有 限 子 覆盖 . 

(3) S 是 第 一 可 数 的 . 由 (2) ,我 们 只 需 证 明 5 的 仿 特 征 %(S) = w 
BPR]. 国定 eC 5, 记 A= jE 5:s< al. BAR 4 的 任意 可 数 子 集 C, 
SupC < x, 这 时 ,我 们 便 可 以 作出 一 个 w FRA aga < wil, 使 得 a<6 
=a, < ag € x. |È aas Grr1) :a < wi| 就 构成 一 个 势 为 co, 的 不 相交 的 开 
区 间 族 ,这 与 5 是 CCC OF E. PUER TERT E Lau im < wi c ALS 
Supa, =x. B=ts€S:2<s}, (APPEL bin < wl cB, fH Inf 5, = 
x. Inn = (Ons bn) BRAN Laim,ne aw} =ixt. 

(4) 85 是 a- 紧 的 . 类 似 于 (3) 的 论证 ,由 5 的 CCC 性 质 可 以 断定 存 
Elanom < wl Mlb n < wt, HA S-Ui(a, bim, newts 
Ullan 56]:m,n<wi, 而 每 个 闭 区 间 [an,, b,j] 都 是 紧 的 . 

对 5 的 每 个 开 区 间 {a,8), 都 可 以 施行 上 述 论证 ,得 出 (a,5) 是 
o- RAS ,又 由 S 满足 CCC 可 推出 5 中 的 任何 开 集 都 可 表示 成 可 数 个 
互 不 相交 的 开 区 间 之 并 ,因而 也 是 s- 紧 的 . 注意 S 是 不 可 分 的 , 故 有 
下 面 的 定理 . 

4.1.1 定理 任何 一 条 Suslin 线 5 都 是 一 个 连通 的 ,局 部 紧 ,局 
部 连通 ,第 一 可 数 的 工 空间 ， t1 

定理 4.1. 1 的 陈述 中 , 隐 含 着 有 可 能 存在 不 目 一 条 Sulin 线 的 意 
思 . 这 是 不 难 理解 的 ,比如 ,在 一 条 Sulin 线 S. 上 补充 一 个 最 大 (小 ) 元 
zo, PETE xo 的 右 ( 左 ) 端 接 上 一 条 直线 民 , 这 时 SU (xul UR 按照 明显 的 
序 关系 生成 的 LOTS 仍 是 一 条 Suslin 线 . 又 比 如 , 任 取 a, bE S, a « b. 
RIMARRA, HMRI x Six al URUIx€ S:xz bl, 1E 
项 明显 的 序 关系 生成 的 LOTS 也 仍然 是 一 条 Suslin 线 . 再 比如 , (a, 5) 
={sE3Sie<x<atl 作 为 5 的 子 空间 也 是 一 条 Sulin 线 . 尽管 我 们 可 
以 证 明 及 的 任何 一 个 开 区 癌 都 与 尺 序 同 构 ( 拓 扑 同上 是) ,然而 我 们 却 没 
有 理由 断言 Suslin 线 S ARKH a, 52 —:E 55. SAA. 事实 上 ,已 经 
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证 明 在 可 构造 全 域 工 中 ,人 人 们 不 但 可 以 构造 出 一 条 Sulin 线 ,甚至 可 以 
构造 出 一 条 Suslin 线 5, 使 它 的 任何 两 个 不 同 的 开 区 间 彼 此 都 不 能 同 
HCA Rudin[ 1975] VL ik. Jensen[ 1972])， 

但 不 论 怎 样 ,我 们 总 还 是 有 一 种 “净化 ”的 方法 ,从 一 条 Sulin 线 中 
桌 除 掉 “ 可 分 "的 部 分 ,产生 出 一 条 比较 纯净 , 亦 吧 无 处 可 分 的 Suslin 
ZR ,这 就 是 下 面 的 一 个 定理 ， 

4.1.2 定理 ”如果 存在 一 条 Suslin 线 ,那么 就 存在 一 条 Suslin 线 ， 
它 没 有 任何 可 分 的 区 间 ,也 就 是 说 , 它 不 含有 任何 能 同 构 于 及 的 片段 . 

证 明 it $ 是 一 条 Suslin 线 . 记 上 8=i1,1c5 是 可 分 开 区 间 |. 若 
四 = 加, 则 5 本 身 即 为 所 求 . 若 名 ,对 每 个 EUS EUNTES: 
xE IPER KEE L 为 这 个 区 间 补 充 它 的 两 个 端点 而 成 的 闭 
区 间 . 不 难 证 明 , 对 任意 x, y € UD EA LS 1,354 LO I7 O.IN 
为 8 是 Suslin 线 ,所 以 Jo9z 关 3 而 且 这 样 的 I, 顶 多 有 可 数 个 . 记 它 为 
\Lin<@al=ZeA 3 中 的 一 个 离散 的 开 集 族 . 把 每 一 个 这 样 的 区 
辣 塌 缩 (eollapsej 成 一 个 点 ,所 生成 的 商 空间 S 仍 是 一 个 LOTS, JF BS’ 
是 局 部 紧 , 局 部 连通 ,连通 的 CCC 空间 ,因此 是 一 条 Sulin £& . 然而 3 
的 任何 开 区 间 将 不 再 是 可 分 的 了 . 口 

今后 如 无 特别 声明 ,我 们 提 到 的 Suslin 线 总 是 指 这 种 净化 了 的 (无 
处 可 分 ) 的 Suslin 线 . 

于 面 是 Kurepa 1950 年 证 明 的 一 个 著名 结果 . 

4.1.3 定理 设 5 是 Suslin 线 , 则 Sx S 不满 CCC. CKurepa 
[1950]) 

证 明 对 a< wi, 我 们 用 归纳 方式 选 出 a, basca € 5, 使 它们 满 
EC) a, <b, < co;(2) Cao, efl be:e«al =O .假设 对 所 有 E< 
aap, be cs 均 已 选 出 ,因为 1 be:&€<ai 是 可 数 集 ,所 以 开 集 6G.=5- 
Cl] ber <a | ARSE LE ay < by < Cas (aa, ca) C Gas A ay. b.c, 即 为 
所 求 . 现在 令 UL = (a,b) x (base) Ua <a {Sx S 中 的 开 
R. acp, uU. Up = [(a,.8,) Cag, bg) ] x LC bys ca) N Cog, 
ca) ]. A b, Elaps cg) FTV ba < ag IÈ ba > cg 4 ba < ag, ll Co, , ba) 
Nl ag, bg) = 名 .车 b, eg MC b,c N Cdp, cp) 5 D. BEA UUs 
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=@ BU Ura < wl 是 Sx S 的 互 斥 ( 开 ) 族 .所 以 $x3 不 满 是 CCC. 
口 

将 定理 4.1.3 与 定理 2.1,13 Kunen 的 结果 对 照 ,可 见 Suslin 线 的 
存在 性 与 MA o, 是 不 相 容 的 . 但 已 经 证 明 存 在 Sulin 线 与 CH, 存在 
Suslin & tj CH 两 者 都 是 相 容 的 (参看 Todoreevie [ 198416. 23 中 的 注 
(I2. 

再 刚 ,注意 S 是 局 部 紧 的 ,从 而 是 Baire 空间 . 由 Tall[ 1974a] 的 结 
果 ,Baire 的 CCC 空间 有 Calw, o), ifl Sx S 显然 没有 Callen, m) ,这 
也 表明 SA Cal a. 

4.1.4 定理 5 是 Baire 的 ,但 不 是 wy-Baire 的 . 

证 明 ”我们 指出 S 是 wm; 个 enwd 之 并 . 任 取 可 数 子 集 A0Cc 5,5 
是 无 处 可 分 的 , 则 Int dg - A . 按 归 纳 法 , 设 we < wi, 并 且 对 所 有 的 < 
a, SE) Ag, 满 足 条 件 : AC S CU LAE Bl) l Agl E o, 
并 且 Ap &S- (Ui1A::& < BD 的 每 个 连通 分 支 都 有 不 空 的 交 . 
Utae:&<al 是 可 数 的 ,所 以 S- (Ulice 是 不 空 的 开 集 . E 
为 3 WPS, CREAR ,局 部 连通 和 CCC 的 ,所 以 它 只 有 < 个 连 
BOR . 这 样 就 可 以 从 中 选 出 4, ,使 它 满足 前 面 所 述 的 归纳 条 件 ， 现 
PERRET CU Ayia <a)” 2S. BRE EU lAa «o E27 A 
对 每 个 a x 将 属于 5 -(U lag: 8< a) HEP. EA, 
是 从 这 个 连通 分 支 中 选 出 的 点 . 这 时 ,要 么 存在 不 可 数 的 A C ol, 使 得 
YaoCA, H x, « x BAER AC uu ly oC AS x > x. 
在 前 一 种 情况 下 , 当 a, BC 4 并且 a < 有 户 时 ,必定 有 x, xp c xL BE: 
a < wl} 严格 单调 上 开 . 由 5 CCC 性 ,这 是 不 可 能 的 , 同 理 ,第 二 种 情 
PAT AE IE T (CU | Asta cal)” =58. 令 B=UiAs:p< 
al WIB, I =w. FH Int B,-O. X xcs,nidi s 的 第 一 可 数 性 及 
Ulda < olj 的 稠密 性 ,存在 a MB, PAPO xL BI 2B, iX 
就 证 明了 S- UB, < oil EE m IT cowd 之 并 . O 

注 :MA « 一 任何 局 部 紧 CCC 空间 都 是 <“* -Baire 的 . 定理 4.1.4 再 
次 说 明 存 在 Suslin 线 与 MA wi 是 不 相 容 的 . 
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下 面 我 们 着 手 证 明 一 个 极为 重要 的 命题 , 即 Suslin 线 的 存在 等 价 
于 Suslin 树 的 存在 . 

回忆 一 下 ,在 第 二 章 的 定义 2.6.4 Bodl TEE ANGE Suslin 树 的 定义 . 
P) 了 是 Suslin 树 , 如 果 了 是 一 个 ml 树 , 并 且 它 的 每 个 链 和 反 链 都 是 可 
数 的 . 由 定义 可 知 Suslin 树 不 可 能 是 特殊 的 . 

4.1.5 定义 一 个 上“ 树 了 称 为 修剪 过 的 (Well-pmaned), 如 果 
ILew( T) | 2 1,3. B. 

VxCT,Vacx,h(x,T) «aco 3y€Ler,( T)(x « y). o 

4.1.6 引 理 it PEMER, T R—- 树 ,由 了 有 一 个 修剪 
过 的 « 子 树 . 

证 明 设 T'= IxET:|1zET:z>x|| kl NH xC€T'uyex,y 
七 了, 则 [izE P:z>xtclrETiz> yl, FÆ yET'. MUTATE 
Pi. 固定 eT Ma <x, 使 hx,T) <oacw 令 Y=|yElev(T):x< 
yl . 依 定 义 及 每 个 Levef T) < « 的 事实 , 集 |zE Piz > x FPR A(z, T) 
>al AP <, 并 且 这 个 集 的 每 个 元 一 定 要 大 于 了 中 的 某 个 元 . 因为 
| Yl «x AARE y € T, dE | 1zE7:xz>yl1 =r, FÆ yE T. 类 似 的 
论证 表明 Lew T' ) eO , BrEA T' 8. 现在 对 任意 sE Lew( T), 1y€ 
T' -yax RE TENET BE TRE. 口 

4.1.7 引 理 设 是 正则 基数 ,7 是 一 个 修剪 过 的 x- Aronszajn 
Ree T, M 

Vn«wo,Ja» hla, T)(| iy€ lov, CT):y » xi | en). 

WEB) A {ce T:z»xll-«.m THE 8 39 ek ,所 以 
存在 a > hn, T) f| Iy€ Lev, (T)iy >a} | >1, 这 样 至 少 有 Fis y; 
Lev, (T) ,使 y; > x, y» *, 所 以 定理 所 述 的 命题 对 n = 2 是 成 立 的 . 现 
在 假设 命题 对 n RA, BFE a 和 yi +, y, C Lev, (7), y > ae, 
Ja? x Ot 和 重复 上 述 论 证 ,存在 有 > AC yn. T)AD zns zast E Levgl T), 2, 
> 和 asl> gm 由 于 了 是 修剪 过 的 ,在 Levg( 7) 中 存在 Bats ta AE 
A2»ysUe6nzgm* 于 是 

(y€ Levg( T): y > x! Dias gait. 
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所 以 命题 对 n+ 1 也 成 立 . d 

4.1.8 定理 3 了 Jsuslin 线 名 jsSuslin 树 . 

证 明 (1) CS, <) RE Sulin $ . it = i(a bra b S, ao 
b]. JES AE IJ SAMA CHR, 二) 是 个 半 序 集 . 
我 们 将 作出 8 的 一 个 子 集 7, 使 (7T, < ) 成 为 一 个 Suslin 树 . 为 此 ,对 任 
意 有 < wi, 我 们 按 归纳 方式 选 出 % PEMA: 

QD 多 CD 是 一 个 互 斥 族 

D Uo, fé s 的 稠密 集 . 

@ Be< 8,9, JED WREA INT = 名 ,或 者 有 Ici 
MN I-ODAO. 

首先 , 选 出 3 的 任意 一 个 极 大 互 斥 族 作为 加, 现在 假定 已 经 作出 
B, SERE 1€ 8, HE, BIKE OI KC TE T - CK) x HL STE 
ATK, 9,4, = ULE 0,1. 24 a 是 极限 序数 时 ,假定 对 所 有 
a <4 均 已 作出 以. > 

=I KE 9; Ya<r VICES, LINKs SIVICKCHAC- 

CO]. 
取 黎 的 一 个 极 大 互 斥 旗 9, ,这 样 就 完成 了 8, HAAR. 由 各 
2, 的 构造 ,条 件 呈 和 加 显然 是 满足 的 . 余下 的 是 要 验证 是 8 中 的 
HEE . 首先 注意 ,由 于 3 是 满足 CCC 的 ,每 个 只 的 势 都 是 可 数 的 . 
Uta ERRES, NR EEU a < ii 的 各 区 间 的 端点 构成 的 集 ， 
MIEI = o. HE JES AA 5 是 无 处 可 和 分 的 ,一 定 存在 K,C 9, tE 
KicJ, 0 KN E- 2, HE- IE UE ia <Al RA KA= 
名 ,或 者 有 Ki cl. RP KCo.ff KCK, AET K,- CIOK) = 
QW KEHE KCK CI. MUU SE S PRI . 由 于 中 
BOWKER, U0, 也 是 5 PR 5 a 是 后 继 序 数 时 ,用 
类 似 的 方式 也 可 以 证 明 U 5, 是 3 KARE. 于 是 条 件 @@ 也 满足 . 

$ 7T=Uid,:a<at BACT, EHE HA Lev, (D) = 9. 
假设 4Cz 是 一 个 反 链 , 则 4 由 互 不 相交 的 开 区 间 组 成 . 故 141 Sw. 
现在 设 C- [nite wj 是 了 的 一 个 链 ,满足 Enos esc LR Aet 
ð, ê< 7 时 ,有 RCh ME k- CIC) #2 . 于 是 {i - Alés 
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un BOW wi HERFRA. BS 5 是 CCC MRT IAA IC 
=a. 又 因为 对 任何 o «0,0, O,BD Tio, REAT (CT. 
是 一 个 Sulin Rf. 

(2) RCT, x )E— T Sulin 树 , 不 失 普 启 性 ,可 假定 它 是 修剪 好 了 
的 . 又 设 

L-|CcTiC 是 T 中 的 极 大 链 | . 

若 CEL, 则 存在 RCC) < wi, 使 得 对 每 个 a < h(C), 有 了 唯一 的 元 属于 
CNLeve( ,而 oh(C) 时 , Cu Lev, (T) = 名 .由 于 了 是 修剪 过 了 
的 ,一 个 极 天 链 不 能 含有 最 大 元 ,所 以 ,h(C) 必 须 是 一 个 极限 序数 . 记 
Cla)= Cf Lev, (Ta « hCC)). 

任意 给 定 了 的 一 个 全 序 < RIEN LATER aPC, 
DEL, CD, d(C,D) = minia: Cla)  D(a)!. 显然, d( C, D) < 
min( &C C), ACDD. Æ Cap YAH CC (C, D) « DUd( C, DD). 
容易 验证 < 确定 了 上 的 一 个 全 序 . 

AECL, «DIR CCC, 假设 1 Cz, Ds) E< wl 是 互 斥 开 区 间 族 ， 
E FeO (Cr, De}, XR a; (EG 

max( d( Ce, Eg), d Eg, De) ) < ag < ht Eg). 

CEE max( d( Ce, E;),d( Ez, De)) < ACE.) , 而 (CEe) 是 极限 序数 ,所 以 
这 种 a. 是 存在 的 . ) 考 虚 | Ee (ag): E < ol ,假设 Eyl ag) < E, Ca, BI 
Eslas) = E lag) € E,. 于 是 d(E;, E,) = ap. X Hl as > d( Ce, Ee) =f; 
Al di De, Es) = po, d Ee, EL) > By, HIR E(B) = Eel Pi) < DR, 
EBD = Eyl Bo) > Cal Bo). 于 是 有 CE, De XAR FB, BL 
| Esla): E< wl| 是 不 可 比较 的 , 即 它 是 7 了 的 反 链 . 因为 了 是 Sulin 
BL BIDACL, «IE CCC. 

S TEAL, <J]) 是 不 可 分 的 ,只 需 证 明 对 任何 5 < o1, (Cr ACC) < 
1 不 是 L 的 稠密 集 . 固定 一 个 x € Lev; (T) ,由 引 理 4,1.7, 存 在 a >5， 
使 得 Lev, ( 7) 中 存在 三 个 不 同 的 元 yy sy 如 ,它们 都 大 于 x. 设 D,E, F 
是 工 中 分别 包含 y,z,w HEP, ENE BAR PR DE 
QF DAD, BREAK. AMA x€ D F.(D, F)A RI 
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能 含有 CO LAR ACC) <a ARE BML, <) 是 不 可 分 的 全 序 集 . 

通过 去 掉 ( 工 , < 中 的 孤立 点 和 间 路 (gap) ,并 施行 Dedekind 序 完备 
化 ,就 可 以 作出 一 条 Suslin $ 5. g 

Suslin 线 存在 的 等 价 命题 除了 定理 4.1.8 所 述 的 外 ,还 有 一 些 其 他 
形式 的 描述 .Stepran[ 1981] 证 明了 以 下 命题 ， 

J Suslin Hes 3 PTR T=), CE 及 中 不 存在 可 数 的 连续 像 . 

另 一 种 描述 是 Kemotof 1981] 给 出 的 : 

J Suslin £& « 于 没有 和 孤立 点 的 COC 空间 , 它 有 一 个 generic x 
基 , 但 没有 稠密 的 meager 集 . 

此 外 ,Tal[1976], Efimov 与 Certanov[ 1976] 也 都 给 出 了 存在 Suslin 
线 的 等 价 命题 . 

最 后 ,我们 指出 Williams 和 周 消 旋 的 一 个 结果 ( Williams, Zhou 
Haoxuan[ 1990]) ; 

若 存在 一 个 单调 正规 的 CCC 不 可 分 空间 , 则 存在 Sulin £& . 


§2 伪 紧 ,局 部 紧 ,第 一 可 数 ,CCC， 
非 * Lindelof 空间 的 存在 性 


Suslin 线 在 拓扑 党 研究 方面 的 第 一 个 应 用 是 由 Kurepa[ 1935] 给 出 
的 . 他 的 这 篇 文章 给 出 了 两 个 CCC 空间 的 乘积 空间 不 满足 CCC 的 例 
CORRER 4.1.3). 同时 ,Suslin 线 也 是 第 一 个 正则 ,遗传 Lindelöf, 不 可 
Ae RI CL 空间 ) 的 例子 (Sousalin[ 1920]) .1955 4E , Rudin 利用 Suslin 树 构 
造 出 了 第 一 个 Dowker 空间 .Rudin[1973] 则 进一步 利用 Suslin 线 构造 出 
一 个 第 一 可 数 和 遗传 可 分 的 Dowker 空间 (显然 它 是 一 个 5 空间 ). 她 
在 Suslin 线 方面 还 作 了 其 他 方面 的 一 些 研究 (Rudin[ 19790] .[1979e]), 
此 外 还 可 参看 Hart[ 1983], Bell[ 1985]25 . 

在 第 一 意 8$5, 我 们 介绍 了 * Linde 空间 的 定义 ,并 且 用 包含 
* Lindelöf 空间 的 语句 给 出 了 CH 的 一 个 等 价 命题 .1993 年 ,我们 给 出 
了 一 个 产生 非 Lindelof 空间 的 机 器 (Dai Mumin, Zhou Xaoxuan[ 1993]) , 
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利用 这 个 机 器 ,可 以 产生 出 一 个 局 部 紧 ,Ccc 的 非 * Lindelof 空间 . 利 
用 Suslin 线 ,还 可 以 产生 出 一 个 第 一 可 数 , 局 部 紧 ,CCC, 非 * Lindelof 的 
空间 . 那么 ,是 否 存 在 伪 紧 ,第 一 可 数 , 局 部 紧 ,CCC, 非 * Lindelof 空间 
呢 ? 若 承认 MA +~ CH, 则 由 于 第 一 可 数 的 局 部 紧 CCC 空间 是 可 分 的 
( 见 定理 4.2.2) ,所 以 这 样 的 空间 不 可 能 存在 . 但 是 利用 Suslin 线 或 连 
续 统 假设 ,我 们 却 可 以 作出 这 种 空间 ,这 说 明 是 伪 紧 ,局 部 紧 , 第 一 可 
数 ,CCC, 非 * Lindelof 空间 的 存在 性 是 与 ZFC 独立 的 . 

4.2.1 定理 (MA o) RX SHAR, T, CCC 空间 , 则 于 
是 可 分 的 ， 

证 明 对 针 中 的 每 个 点 x, 取 定 «一 个 可 数 的 局 部 基 $6, XE X P 
的 每 个 不 空 开 集 C, 取 定 一 个 点 yG EGH X THEM PE A ,定义 

A! zAUTyCX -AV Uty(UNV):U, VE UIZ: EAH. 
现在 归纳 地 作 D, 如 下 ; Do =O, D, = DL, H A «os 是 极限 序数 时 ， 
D = UiDs€<al. Eus D= UID acw.. 

由 于 每 个 #, 有 1 多 :1 <&w, 运 用 归纳 法 可 以 证 明 , 对 每 个 a < oy, 
AID igo, Digan. 

现在 我 们 来 考察 的 于 空间 DD. 

(1) D Æ CCC H. 为 此 只 需 证 明子 空间 已 是 CCC 的 . Hien: 
6E 光 | 是 万 的 一 族 非 空 (相对 ) 开 集 ,1 多 | > w, 对 每 个 CE 多 , 取 定 一 
个 点 2 (GE GND. kM, FE UCC) € Mig, tE utc) CE. 
(1006): GC #} | >. X BY CCC 性 质 ,存在 G, 0€ SH UG) 
NUG) 42 . Xh (G) l cc D, FT AE a fH x (GE D,, 
x(G) E D, BEEN, IEEE y CU CG, 0 UCG) E D, cD. FB 
yCUCEQN UC VE CEN DIN GND) .这 说 明 { GND: GC S" LR 
是 互 斥 族 . 

(2) x(D)= a, «229,4 

P={UND:4yED,UC&,}, 
W P 是 D 的 势 为 wj 的 相对 开 集 族 . 今 证 明了 是 了 的 一 个 x 基 . 设 6 
是 下 的 任 一 开 集 ,使 6 门 五 = 名 ,这 时 NDAD .于 是 存在 a Myre 
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D, Ë yE GV D. 85, By 的 局 部 基 , 存 在 UCM, UCC. 这 样 ,U 
站 DEP. 而 UNDc END, MU P ipis d. 

(3) D BAA x BEN, SARL D he Rr, 空间 .(1),(2) 
指出 了 万 是 zx 权 <2” 的 CCC 空间 . 根据 定理 2,1.15,D 是 可 分 空间 . 

(4) 最 后 我 们 证 明 万 = .由 于 | D,:a < ol 是 单调 上 升 的 ,和 而 三 
是 第 一 可 数 的 , 故 有 D-(UD) =U D,. 取 刀 的 一 个 可 数 稠密 集 C， 
这 时 存在 <, 使 CCD, FR D=C=D,. BE XD, X- Dao. 
由 定义 知 y(X -D) = (X - DED, CB DE yX- DE 
X-DIB.HIUUR D=X. 口 

ELA PAR Xx 是 第 一 可 数 的 条 件 可 以 减弱 为 : yx 
€ X,x 的 r 特征 数 <w, 并 且 X RX) < i. BD 名 可 代 以 x 点 
处 的 局 部 r 基 , 由 (X) < wi, 可 以 推出 号 = UD. 

4.2.3 定理 (MA o) 第 一 可 数 ,局 部 紧 的 CCC 空间 是 可 分 的 . 

证 明 设 工 是 第 一 可 数 ,局 部 紧 的 CCC 空间 . 记 .多 = (UU dE 
SHE, U 是 紧 的 | . 取 儿 的 一 个 极 大 互 斥 族 ,由 于 X Wa CCC, 它 是 
可 数 的 , 记 为 | Dan < |. AEM 4.2.1, 每 个 也 是 可 分 的 ,有 可 数 稠 闭 
FR D,, 令 D= HUDn. 显 然 也 就 是 王 的 一 个 可 数 稠密 子 集 . 口 

4.2.3 定理 (CH 或 9 Sulin 线 ) 存在 一 个 伪 紧 ,局 部 紧 ,第 一 可 
数 ,0 维 的 CCC 空间 , 它 不 是 * Lindelöf 的 . 

证 明 在 承认 CH 情况 下 ,Kumen[1981] 构 造 出 了 一 个 紧 的 0 维 工 
空间 (参看 Negrepontis[ 1984]5.9) . 若 存在 Suslin 线 , 则 存在 一 条 紧 的 ， 
遗传 Lindelif ,无 处 可 分 的 Suslin £& 5.5 x 10,1i 按 照 字典 式 的 序 关 系 构 
成 的 序 拓 扑 空间 就 是 一 个 紧 的 0 维 工 空间 , 假设 XX 就 是 这 样 一 个 紧 
的 0 维 工 空间 , 取 定 蕊 的 一 个 由 紧 开 集 组 成 的 基 8, PARE x € x, ISI 
定 一 个 单调 下 降 的 可 数 局 部 基 | 品 (xz):nENi， 

dis6-2l1A «xl CUN)? OEAE x> w) 是 一 个 极 大 几乎 互 尺 族 ， 
满足 条 件 A > n, BP AL 11,2,°¢,2} 2 0 (n & o). iX E RE RT DLE 
的 ,否则 的 话 ,我 们 可 以 用 A, -11,2,… ,ni 取代 原来 的 4,. 

B G= 1 fs f BBR, dom /€ [NI", mn fC .多 使 得 YxE Jay, 
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Vimn,iCdom f, A fGi)1Bi(x)2 8]. 

Hef ge OATH fg 是 正 交 的 , 记 作 Sle MRTE n, 使 得 当 IC 
dom f, j€ dom g FFA ijan AES ADN = 二, 设 六 CGB 是 一 
HERKEZE. 令 


$ -UOXxNUZUI SsEX,a «xl, 
Hbi rxe X.o«xlH£—T 5X x NOU 不 相交 的 集 . 


定义 多 的 一 个 邻 域 系统 如 下 ， 
U,(p) = B,(x)x iil (n€ ND. pairi) 


U (p) =i f UCU TB Ce) x Hil ii£ Aliza} WEN) p= $, 
Utp)= AUCUIAD x lilii€ dom fig anl) (n€ ND) A p= fe 


容易 验证 ,由 上 述 邻 域 系 统 生成 的 拓扑 空间 企 是 一 个 局 部 暴 ,0 维 ,第 


一 可 数 ,CCC 但 不 是 可 分 的 空间 Ox NEY PER, HAST 
开 子 空 间 夺 x_i 都 同 胚 于 大 
现在 我 们 来 证 明 ， 


(1) TEREN. 


设 9 是 X IEE RAY TE, EARR: 

D FE iON MEG: GN AXxli<Sllae. HF Xxlilfé 
紧 的 ,因此 EE X x Lil AL p. 

D 否则 的 话 ,就 存在 无 限 集 SCN, 使 得 对 每 个 ICS, 多 中 都 有 一 
个 元 , 记 作 Gf G(X xiu! .于 是 存在 B,C BME Bx Litc 
Gi. 定义 函数 有 ;5 一 . 罗 使 得 ACD) = Bj. 

Ei &€ Oh © ME * 和 无 限 集 4C 5 = dom ,使 得 对 
所 有 GC AACA BO) A ,由 于 .名 是 一 个 madi, TE a, fË AN 
41=w. 这 表明 有 和 无 限 个 iE AN dom k EE ROO Bi(x) 4 0 . 因此 
Yn USON [Ali x liie mD x O . 这 就 证 明了 2,8 多 
的 一 个 聚 点 . 
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HAE OMT FEF iE hRS AREER, BI dom ff) 
dom AHA i RCAF) 4S . 这 表明 Ya,m, UCN 
Jik x lit:iem|) #2 . 于 是 了 就 是 PRE . 

(2) X AMEE * Lindelat 的 . 


给 出 X9 — T ORE K. 
&- IXxNIUIUICE ix€ Xo <n ULC: fe Ft. 
对 Xx N 的 任 一 可 数 子 集 Me 
P(M}= [x € X:3 7, fila, n) € MI. 
P(M)& X H—T CES . 由 于 X 是 不 可 分 的 ,存在 有 不 可 数 个 x 
EX-CyP(M) ,对 每 个 这 样 的 x 都 对 应 有 n(x)EN, 使 Bas GO 
ClyP(M) 2 . 注意 Ac > n GO ,我 们 便 有 UL CR) MCP) 


xN]- 2 iiL. x Log UIS p. 20:p € MI .但 这 样 的 * 有 不 可 数 


个 ,而 每 一 个 sCLOD 又 都 不 含有 形 如 人。 的 点 . 所 以 IKE 
* Lindelöf iJ . L1 

Watson[ 1982 TUE] T , 若 承 认 V = L, ll yap E IE ELS aR CWH. 
这 样 ,每 个 局 部 紧 正 规 CCC SAHRA SRY. ERS C De 
* Lindelif 空间 ,而 V= 工 一 人 +GCH, 这 表明 若 承 认 V = 工 , 则 定理 
4.2.3 中 所 作 的 例子 不 可 能 是 正规 的 . 男 一 方面 ,Watson[ 1986] 又 证 明 
T Con( ZF)—Con(ZF + 2° = w+ JARE, STEM, CCC, IE. Lindelaf, fH. 
不 是 仿 紧 的 空间 ). 因此 ,存在 局 部 紧 , 正 规 ,CCC 的 非 * Lindeitf 空间 ” 
是 与 ZFC 独立 的 一 个 命题 . 迄今 为 止 , 我 们 却 还 不 知道 下 列 命题 能 否 
和 ZFC 相 容 ; 

(1) 习 伪 紧 的 ,局 部 紧 ,正规 ,CCC, 非 * Lindelof 空间 . 

(2) 习 伪 紧 , 第 一 可 数 ,局 部 紧 ,正规 ,CCC, 非 * Lindelat 空间 ， 

注 : 承 认 MA «4 CH, 上述 问 题 的 答案 都 是 否定 的 ， 


$3， 闭 无 界 集 与 平稳 集 ,人 哲理 与 员 


这 一 节 主要 是 介绍 ~ 个 有 用 的 集 论 假设 , 即 仿 原理 .人 的 定义 用 
191 


到 了 o, 中 的 平稳 集 的 概念 ,尽管 我 们 在 定义 2.6.11 和 定理 2.6.12 作 
过 简单 的 介绍 ,但 是 鉴于 闭 无 界 集 和 平稳 集 是 集 论 中 十 分 重要 又 经 常 
磁 到 的 概念 ,所 以 一 开始 我 们 还 是 就 一 般 的 序数 和 基数 形式 予以 定义 ， 
并 作 些 初步 探讨 . 

4.3.1 定义 iA BERRA >o 是 任 一 正则 基数 . 

(1) Uc A 称 为 在 4 中 是 无 界 的 ,如 果 对 任 一 8<4,0- BO, 
则 称 为 在 4 是 有 界 的 . 

(2) CoA 称 为 闭 的 ,如 果 对 任意 极限 序数 px EX, 车 CD e Ep 中 
无 界 , 则 gE C. 这 也 等 价 于 说 C 作为 LOTS A 的 子 集 是 闭 集 . 

(3) Sce 称 为 平稳 的 ,如 果 对 任意 闭 无 界 集 Coe, CNS 2S . 


闭 无 界 集 (Closed Unbounded Set) 一 般 简 记 为 Cub 或 Club. 口 
容易 看 出 ,每 个 平稳 集 S 都 是 无 界 的 . 下 面 还 会 看 出 每 个 Cub 是 
平稳 的 . 


4.3.2 定理 在 «中, <x 个 Cub 之 交还 是 Cub. 

证 明 设 1Ce:&<al( 其 中 a<w) 是 一 族 Cub. C= 门 iCe: $<al 显 
然 是 闭 集 .对 任 一 € < a, 定义 一 个 函数 fei eL EB RY) = 
min( Ge- Cy c 10 TE RDE Co UO Y F gly) = Supl iy): 
E<cal. HF x REWER, ely) Ce MES else. ES 
ele eg” =Supl nN ER PO: 

VE VY YB<e (y), In dE eO» B. 
因为 feg O€ Cit fG^ OX egt y) (7) FU GN 
EOE 如 (7) 中 的 无 界 集 .于 是 oh (YE Ce B gE Ni CEs 


al = C. AF y 是 任意 的 ,所 以 是 无 界 的 . 口 
Hit « 中 每 个 Cb C 都 是 平稳 的 . 若 8 是 平稳 集 , 则 对 任 一 
Cub C, SOC 仍 是 平稳 的 . 口 


4.3.3 定理 (1) <e 个 非 平稳 集 之 并 是 非 平稳 集 .(2) 设 SE 
平稳 集 ,f: Sala <x) 是 一 个 函数 , 则 存在 9 «a ,使 广 !( 引 是 平稳 的 . 
证 明 (D 设 | 4e:&<al(w<w) 是 非 平 稳 集 族 . 对 每 个 ,存在 x 
中 的 Cub Ce 使 CI ASI) C= 11 Ce:& < al MEA Cun. fi CN 
(U lAs E <a D= 8 UL ASE < al PEER . 
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(2) 注意 5= UL ee <al. 因 为 5 是 平稳 集 ,由 (1) 可 知 ,至 


少 存在 一 个 pa Ef COD ROAD . 口 
4.3.4 定理 设 SCx 是 平稳 集 , 则 5 可 以 分 解 成 * 个 互 不 相交 
的 平稳 集 之 并 . 


证 明 我 们 仅 就 x 是 后 继 基 数 的 情况 证 明 . 当 x 是 极限 基数 (此 
时 e 是 弱 不 可 达 的 ) 时 ,结论 仍然 成 立 (其 证 明 可 参看 Solovay[1971]) . 

Bead’ ,这 时 | 一 和 | 2k. XP atk- allai =A, UE 
TEE A Sla 的 一 个 双 射 上 六 . WE gea ig A SNIE: fel) nol. ER 
misa, Bt A AGN Af = © a ACD) =a, 可 推出 &>a; 所 以 Ac 
i£i£» al. 另 一 方面 ,对 任意 《> a, 有 mn f= fae, MUFE 8, 使 
RD =a. FÆU IA: BEA] = dee» a) NS. E: E> al B—* Cub, 
所 以 集 U | AS: 8E A1 是 平稳 的 ,于 是 存在 BE a, E AS 是 平稳 的 ， 
[Al aCe ABH S 的 子 集 构成 的 , 势 为 < 的 集 族 . 因为 REX, 而 
A<«e=A* ,所 以 存在 固定 的 8 种 Cw -A WEIN =e, W yo AX, 
B =B, AR eC HI 就 是 一 个 势 为 HK APR AP 都 是 
S 中 的 平稳 集 . 将 它们 重新 排列 为 146:a < x| ,现在 令 50= S-UIA: 
a>0|, 当 a>0 时 , 令 S, = A M AoC So TEIS ia cel Re SH 
个 分 解 ,每 个 S, 都 是 平稳 集 . 口 

下 面 是 一 个 很 有 用 的 定理 . 这 个 定理 当 8 = wi 时 的 特 款 我 们 在 
以 前 曾经 用 到 过 . 

4.3.5 定理 (Pressing down 引 理 , Fodor 定理 ) 设 f 是 一 个 由 x 上 
的 平稳 集 5 Bic 的 函数 ,满足 条 件 :VEE S, SE) < ETE a€ c fl 
广 !(a) 是 < 中 的 平稳 集 . 

证 明 用 反 证 法 . 假设 对 所 有 的 e, 广 !(ea) 都 不 是 平稳 的 . 这 时 ， 
FE CubC, fii CNS a) = WCs ler yb cae Ci, ac 
5 时 ,由 f(a)= Ex<o Ref CO, TH o E G. PEREX, E 
CC. COS=8 .下 面 我 们 来 证 明 C 是 一 个 Cub ,这 将 与 S 是 平 
稳 集 的 假设 相 示 盾 . l 

(1) C 是 闭 的 . 设 COA XEA 上 无 界 . 于 是 对 性 一 固定 的 &<X 和 
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任意 y,&< qc A FFE BC CE pc BA. 由 C 的 定义 ,有 BE C. A 
为 了 是 任意 的 ,这 就 表明 Ce 门 4 在 4 上 是 无 界 的 .但 C, 是 Cub, 所 以 
AAC OG 依 纪 的 定义 就 得 出 A4EC. 

(2) C ELAH . 对 任意 给 定 的 a «eS ao a. 归纳 地 选取 a, 
TÉ a, o, sa EN Ce aan-1|. 由 定理 4.3.2 知 ,这 样 的 a, 总 是 可 
以 找到 的 , $ A =Suple,in< wl. AW a, 严格 递增 ,所 以 是 个 极限 
序数 ,1 > ao=a. SEH AC C. 对 任意 固定 的 <X AUER g Eey 
<A FEE n, pea «A. MEX aa ENCE < anal anaE 
Ce. 于 是 Ce 门 4 在 + 上 无 界 , 因 而 AC Cy. H E RERHR CHEX, 
ACC, Alt c LAM. D 

现在 RIE ACG . 它 是 由 Jensen 首先 提出 的 . 

4.3.6 定义 {A,:a «ol Ctw1), 称 为 一 个 人 序列 ,如 果 它 满 
是 下 列 条 件 ， 

(1) Va,A, Ca. 

(22 YAce. ta: AN ae = AL E w 中 的 一 个 平稳 集 . 

ORBEA fn Fe eae — OPP . 口 

coy 中 人 序列 的 存在 性 并 不 是 显而易见 的 , 它 可 以 由 Y = 工 推出 ， 
因而 人 与 ZFC 是 相 容 的 . 当然 也 可 以 直接 用 forcing 方法 来 证 明 
Con( ZFC +>) (538. Kunen[ 1980] W5.2 #1¥18.3). 

A TLR OF ME CREER: o 中 的 有 界 集 , 即 属于 
JS-Ui(a):iaza MA .多 中 的 每 一 个 元 都 在 序列 中 被 重 排 了 wl 
次 . 再 者 ,对 任意 Ace, BEE a fi ANa = A, E a> wu. 由 此 推 得 
4CwCa, 于 是 有 4 = A. KAH P o)l] = wi 这样 我 们 得 到 下 面 定 
理 . 

4.3.7 定理 © CH. 口 

在 CH 不 成 立 的 集 论 模型 中 ,> 也 不 可 能 成 立 . ETOS ZEC 
公理 系统 是 独立 的 . 

人 序列 的 存在 性 除了 能 导出 连续 统 假设 之 外 ,还 有 更 丰富 的 内 洱 . 
比如 由 它 可 以 推出 Suslin 树 的 存在 性 ,推出 咒 序 列 的 存在 性 . 这 样 , 当 
运用 人 来 研究 拓扑 学 中 的 问题 时 ,往往 能 得 到 比 单 用 CH 时 所 能 得 到 
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的 结果 更 好 . 

为 了 便于 应 用 ,我 们 先 给 出 人 原理 的 一 些 等 价 刻画 ， 

4.3.8 定理 ”下列 各 命题 是 等 价 的 ; 

(1) AOR . 

(2) 了 序列 i Eara < osi fe EV FE uii [a:f 和 = 下 | 是 平稳 
的 . 

(3) SRAM, caxasa<o,| ,使 得 YMCwix ele: MN Ca 
x a) = 于 | 是 平稳 的 . 

(4) IFI ACPA): | Ae | 二 we<wl, 使 得 Y4Colyiz:d4 
和 =E. 色 1 是 平稳 的 . 

证 明 (Do) ELA, a < wj 是 一 个 OO 序列 ,又 设 f 是 noms 
x wi 上 的 一 个 双 射 ,使 得 对 任 一 极限 序数 AEwl, 有 ran =Ax4. 
(HAHAE ,这样 的 了 是 不 难 作出 的 A = 四 时 ,显然 存在 双 射 Fm 
x o. 假设 对 每 个 小 于 4 的 极限 系数 a, 已 经 定义 了 双 射 :ae xa, 
使 得 Y 极 限 序数 B «o A foc LOO 车 存在 极限 序数 序列 io, | ,使 cn 
ta aiti f, = Uf, BEAT .(2) 存在 极限 序数 a, 使 2*=a+w. 因 为 
laxa) - (axeJl s lul s e. f, 可 以 扩张 成 4 SlA xA LAS 
A8 M,= f(A.) BHCTIEBH [M io <a REWER. Mccoy, 
xo, F Af HM) Ys o BRP ANa =f MNS La 
xa)=f (MNlaxa)) FEA ANa =A, SMN lexa) = M,. 由 于 
S-la:Afla = AL CER RE wi 全 体 极 眼 序数 之 集 Tim (s) E 
Cub, 于 是 ie: 开门 (xxe)= Mt = SN Lim(e 228 8 . 

(3)3(2). BEIM, ia < wi 是 满足 (3) 的 序列 . 记 4 = |a: M, 是 一 
TE, domn M, =a]. 4 EAR, RAM, a E 4 时 ,随意 选取 一 
个 由 a 到 a HERA. 5 HEBR BEES PERO a < wi| 满 足 (2) 的 条 
H fu, HII Foi x oy. ER SN (exe) = M, ARSS N= Ma, 
AMjaEA: f hfl la:f Nle xa)= MMi. 由 (3) 和 {fe:f 人 (ex a) 
= 及.} 是 平稳 集 ,所 以 la;f 上,= 大 i 也 是 平稳 集 . 

(2290). $ A, = ran fL. BELLA, ca < wi 就 是 一 个 心 序列 ， 
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(1)=9(4). BLA, ra < oi | EOFS, RS 4, = AL LU LUE ca 
< mi| 即 为 所 求 . 

44) 一 和), 设 |. 名 :<oli 满 足 (4) 的 条 件 , 取 一 个 由 ml 到 wx n, 
HS fF. 

C=la:aze,f (oxa)Ce,JEBR f(a)c ue xal. 

今 证 明 C 是 一 个 Cub. C 是 闭 集 这 一 点 是 很 容易 看 出 的 , 今 证 C 的 无 
界 性 . 对 任意 的 a < wi, 记 ao=a.a 是 可 数 的 , 故 存在 xl > ao tE ao) 
Coxa. 再 取 a> an tE f 1 (o x a1) C as. 归纳 地 作出 一 个 序列 
jan | ,使 它 满足 

Gof aj SaaS «au a 

Flan) Co x gas n 是 侦 数 . 

fo Mw Xan) Caner, 24 n ERR. 
4 A= Sup a, Dl] A 是 一 个 极限 序数 ,1 > a, 并 且 Y ECA, 3 C n f 
E«a,, Bl EEEa. FE 

FLEE flay) Cw xX an.1Ca xa, 

f QGxcf oxa) Car CÀ. 
这 表明 F^ (o x AI CA SA Co xa Mace. AL C 是 一 个 Cub. 

PLTEFE— A FP Bao [OP A ac CA B= 1flA):A 
€. lac C4 £-2. 

dt Bcwxe,,id 

S={a<w:f IG Dac bh. 
由 假设 ,5 是 平稳 的 ,C 是 Cub, 所 以 SOC EB. Bee SNC, 
则 有 BN (exe) = fF BNC 7. 和 多)=. 吉 ,这 样 , 集 
la € e: BM (ax 32€ il 
就 是 平稳 的 . 

每 个 X 的 势 是 可 数 的 HEU LIBE Ek co) AP Bhecoxo, it 
Bali: <n E> € BEL .我 们 来 证 明 存在 mn, 使 1 让 :ea < wil! 是 一 个 人 
序列 . 如 若 不 然 ,这 时 对 每 个 ,都 可 以 找到 一 个 B.C oli Ea: B, A 
a> Bn PEFFER. 令 B=Ul lal x BB:n<w|. 则 对 每 个 nn， 
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fa: BM (ex a) = Bz} 
都 不 是 平稳 集 ,因为 可 数 个 非 平稳 集 之 并 还 是 非 平 焰 集 , 所 以 
la: Bf (eax aE B,i 

是 非 平稳 集 . RARE T FS ,说明 一 定 存在 序列 . D 

下 面 是 Ginsburg[1977b] 给 出 的 与 等 价 的 一 些 拓扑 学 命题 ;拓扑 
空间 五 中 的 一 个 | 序列 | xsa < wi| 称 为 万 有 的 Cuniversal) ,如 果 对 任 
何 xE 节 ,存在 平稳 集 S, 使 | re:eE SICUT r. FREG, E iras 
will 是 于 中 的 万 有 序列 ,了 是 到 Y 上 的 连续 映射 , 则 |y, = f(x, 1a < 
a 寺 是 了 中 的 一 个 万 有 序列 ， 

4.3.9 定理 “等 价 于 下 列 空 间 中 的 任何 一 个 包含 有 万 有 mm 序 
列 ; 

(D w*. 

(2) 2^. 

(3) 所 有 满足 w(X) = mi 的 空间 X. 

(4) 所 有 满足 (X) = 2* 的 空间 了 下， 

证 明 Os(4), BA a <o l EXOT, X EWE w(X) =2%= 
w 的 拓扑 空间 (注意 人 —2" 29), P= IU, a «on E X Ej — 1-3 . 
对 任意 a con NL Ue: EEA, eS WEA x Ee SEALS; 
ENG, EEA) =O ERA x, EX. 今 证 | sa < nl 是 一 个 万 
有 序列 . 

P rEX, A= iacxzE Ul HO, S= ic:4 门 ga= 4 是 平稳 的 . 对 
x KERR U € 8,34 a> a9 FE a € S Bf. rH AN e= ALL 18 AL 
1 aix € Us|. FA oq € A, MAM ENI Un EEA. Ea, A € 
Uo :于 是 1%。 ia C S| BMF x. 

BÀI wla* )》 = ce, w2) = wi E wo <2”, PLA (4) (3) (2), 
(20). 

(1) 一 (2). 我 们 只 需 证 明 任 何 一 个 权 为 o 的 紧 T. 空间 都 是 w* 
的 某 个 连续 像 SG OX RE 五 空间 ,sz 人 7) =a. 由 于 对 任何 开 集 6， 
ma 6G) 是 正则 开 集 ,因此 对 有 一 个 势 为 wi 的 ,由 正则 开 集 构成 的 基 . 
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设 由 这 个 基 生 成 的 Boole 代数 为 7, 09 | Bl = wi. 用 与 定理 1.9,11 的 
证 明 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 . 罗 同 构 于 A w) Fia 的 一 个 子 代数 ( 即 .多 
ALARA Plo) Fin). PREET, TRE OCP (w)/ Fin. 这样 ,对 
任 一 p€ e" =S(Plw)/ Fin) (FP (w)/ Fin BY Stone 空间 ), 定 义 (p) 
=|BE Z BC pl o(p)& BEH ut HEP BEZ, plp) EBZ 
BE g(p) BC pl FORE p pE Ba Fin i 以 p JEXESEBRAM . 
另外 , 若 9 是 .如 上 的 一 个 时, 设 p 是 包含 [AE€ FP(w)/Fin: 1 BC gq, 使 
BCAIBI— Flo) / Fin EI ut, A olp) = gq. 因 此 SCRE w * 的 
连续 像 . 另 一 方面 ,对 任意 gE SC hF X BRS, 1B: BE ql 
OM AE X RE, TUEN RBE q | BX PM ——_P AE 
HSD- BE AM ge f (Bo) eSf( E By S V BC q BN Bose 
Sa q 是 uf, TM Boe g. FH Ge Bg ,所 以 上 是 连续 的 ， 最 后 , 若 
x€ X,4 q« {BE AsO Bi A] g BT uf. Hf(g) ar TESE 
5(. 鸭 ) 到 车 上 的 连续 映射 . 这 就 证 明了 X dew * 的 连续 像 . 
DO. Rifa < wl 是 2 中 的 一 个 万 有 序列 . 对 任意 fE 
2, , 依 定义 存在 平稳 集 S, ifa ES RAF yi T= ioE Sif hs 
fi hot .假若 了 是 平稳 的 ,所 7, 记 和 = mni éf EAEN, x, < 
a. 由 Pressing down 4/32, FEEFEE T, C TUNI BE wi vac, 
有 n= REETA ROAK. BUS KO» Ji f Bg 
BR Tcs, TE ac T, sh ERKELA. Tn RR uS xs 
aE SHRM TA, CUBE 不 是 平稳 的 .于 是 3 - 了 就 是 平稳 
的 ,因此 1a:f 和 ,=f 和 | 是 平稳 的 .现在 令 AL AI (1) Me (Gm. 
对 任意 ACH FA ME RR, Wile: A 站 z= AL) le: 
fh-hROQUEXERBAS . 这 就 证 明了 14,:a < alEO 口 


$4 Suslin 树 的 存在 性 


这 一 节 ,我 们 将 根据 人 原理 证 明 Suslin 树 的 存在 性 . 它 是 首先 由 
Jensen 给 予 证 明 的 . 
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4.4.1 定义 PRUT, <) AAD EN Cever-branching) ,如 
果 对 任何 «€ T, Iy€ Ts < yi 都 不 是 全 序 的 O 

从 定义 看 出 , 树 了 的 每 一 个 节点 = 后 面 至 少 有 两 个 点 yi, yz 是 不 
可 比较 的 . 因此 从 x 后 面 某 一 点 起 , 树 了 就 要 开 权 ,而 且 由 "永远 分 
TE" Lx 后 面 不 但 要 开 要 ,而 且 有 无 限 个 分 枝 . 

4.4.0 引 理 HT, <) 是 一 个 永远 分 枝 的 ww 树 ,并且 了 的 每 个 
反 链 都 是 可 数 的 , 则 了 是 Suslin 树 , 

证 明 RRESHT, < ) 是 一 个 Aronszajn 糙 , 即 每 个 链 是 可 数 的 即 
可 ,我 们 用 反 证 法 . 假设 有 一 个 不 可 数 的 链 B. AERE, BOE B 
是 极 大 链 . 这 时 对 每 个 a < wr, 有 8B 门 Lev.( 了 了) 关 包 .由 永远 分 枝 的 性 
质 , 对 每 个 xET, 存 在 f(x) 巨 BAB f(x) > ax. HAA € B, ftis 
hlz.) > Syplh(f(xg):B«al.iXBf, H Bea 时 ,有 htf(xg)) < 
ACfCx,)) ,所 以 不 可 能 有 fC.) < fC og) TE BUE: fC xg) < Cx) RI 
fog)€e Cf GG). RET IERR, ER f(a) S x, 是 可 比较 的 .但 
h(x.) > hCf(ag)), FER f(x) < x. 由 如 的 极 大 性 ,得 出 fxg) 所 
Csa) CCB. 这 就 与 flag WRIT S . 因此 | 和 (jo):a < wl 是 一 个 
不 可 数 反 链 . 这 与 假设 矛盾 ,于 是 (7T, < ) 是 Suslin H . O 

4.4.3 定理 “> — 3 Sulin Bf. 

证 明 BiA a «oi EOE, RIE Suslin OT AY 
装备 集 是 wl, 其 构造 的 方法 是 通过 归纳 的 方式 在 o 上 定义 一 个 半 序 
本 ,使 (7 了 , ig Suslin 树 的 条 件 . 为 此 我 们 先 引 进 一 个 记 叶 , 对 于 
a € an, id 

LzimeatninCal. 

RERAMA ERARE: 

(1) < 是 一 个 树 型 半 序 ,并 且 Y¥ B« wi Levl T) = Ip. 

(2) V Bxwi,n«e,Cu*fi o n) alel 1) 2n), (m B n) «1 
(m (B 1) -2n 4 1). 

(3) 4 B «a.x€ Ih, 3 YE LE xy. 

(4) 极限 序数 a BOTH ith «al =o HBA A, 是 a 中 的 
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— MRA RE JU v xE Lev, (T), 3 y € A lE ya. 

首先 , 令 Leg T) = w. 假设 局 已 经 在 v'a LEN, HAM Bee 
满足 归纳 条 件 (1) ~ (4). RAT PRA) oro UL EE. 

(A) Æ a 是 后 继 序 数 ,a = Boe 1. 这 时 通过 条 件 (2) 作 扩张 ,容易 验 
证 归纳 条 件 (1) ~ (4) 仍然 是 满足 的 ， 

(B) 车 a 是 极限 序数 ,对 任意 xE T, 2 ua, i£ B(x) 是 T, 中 一 个 
包含 x 的 链 ,使 得 Y oca BOO IO . 为 了 找 出 这 样 的 链 BOX), 
普 先 对 所 有 meo, H 6, = E (x), BE R(x) < & «t, FFA Supl & m 
€ ul = a. 然后 归纳 地 选 Yn = y (x € Iu SEE a dyed. 由 归纳 条 
忻 (3) ,这 是 可 能 的 . 令 B(x) = 1 2E 2: 3nd zy (x! MERA 
所 求 . 

现在 ,把 we 的 元 排 成 wa sis,:n<e| JR V ze ua EX z 
<j(w'a+n) 4A M z€ B(x,) .因为 B(x,) 与 的 每 一 层 都 相交 ， 
所 以 wrat n ECT, i) PRA RE a. 因此 归纳 条 件 (1) ~ (3) 是 满 
EB. 

对 于 条 件 (4) LE T, = ua 22,4, ÉCT, PARR. 这 
BY ,我们 对 B(x) 的 选取 方法 稍 作 修改 . 首先 ,注意 A, 是 极 大 反 链 ,可 
以 找到 x*E4 ,使 * 与 z 可 比较 . 于 是 可 以 选 yo( 32 tE xey), A 
时 zdjyo(x). 令 (x)=h(yo(*)), 然 后 再 像 前 面 一 样 选取 6, (2) (1 
志 m<w) 和 ylx)(1<m<w). 这 时 ,每 个 B(x) 就 与 4, 相交 ,条 件 {4) 
也 被 满足 . 

在 完成 上 述 的 归纳 过 程 后 ,我 们 便 得 到 了 一 个 树 (7, <). 根据 构 
造 ,每 个 Lev.(7) = 天 是 可 数 集 , 所 以 (7 了, <) 是 一 个 ml 树 . 又 根据 条 
BEOVxET,Iy€ Tixeylfllevc (DERAMAN AMi yE 
7:xz dy 不 是 全 序 的 ,所 以 (了 , 中) 是 一 个 永远 分 枝 的 wi AO. 根据 引 
理 4.4.2, 要 指出 (T, <) 是 Sualin 树 ,只 需 证 明 它 的 任何 一 个 极 大 反 链 
A 都 是 可 数 的 . 为 此 我 们 先 叙述 一 个 引 理 . 

引 理 设 了 = (al,xq) 是 一 个 由 树 ,了 = U [Leva T): « al, DW 

(D la < wi: T, =al Æ wi 中 的 Cob. 

(2) 车 Aca, Æ TA—MRARSE DUS D = da con: T, =0,7 
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HANT ÆT, PAARL o 中 的 一 个 Cub. 

根据 这 个 引 理 ,D E Cub, 而 全 体 极 限 序数 的 集 也 是 Cub, 于 是 C= 
DN lara 是 极限 序数 | 是 Cub. | Aa < wi 是 CD 序列 ,所 以 fa «iA 
Na = Al EFAN, FEFE €C, WE ANa = A. BEA EA- 
A WE A(z) ea. FREE rE Lev, CT) {E x12, RAE y € A, E 
yxix. 这 时 y 12 5 A ERAT, AEE A = 4。; 即 4 
是 可 数 的 . 定理 得 证 . 口 

下 面 给 出 引 理 的 证 明 ; 

G) B T= Utp <a ia, E a, fa, MEF an Fi Ta = an M 
BRA T,-Ulain«ol a. MAR |a < w T, =al BAH . 

现在 , VEE m EX (CE) = ACE, T), g (E) = Suply: 9 € 
Leve(T)| iE 


C= la:y £Ca,f(E)C a.g( E) Cal. 

DZaC€cliy£Ca,h(e, T) «a, MU EET. HHA B 
ET, iE h(B, T) = £, J| BC Lev; (T) ATLA Baz g(£) «a, Hil 8C a. T 
E Tza,.BlCcCla:T,-al. 

QXla:ne«oicC,a, ta, Bl yeCa, ga, li £C a. 于 是 
Mea, gU € a, AMA FC € a. g(HCe HEA a € C. BT 
以 CC 是 闭 集 . i 

Q C 是 无 界 的 . 对 任意 £« o1, ACS g El BD o6 dE 
下 述 封闭 条 件 的 最 小 的 集 .6C. 名 ,并且 YBE. f(D eoe g (me 
.名 由 于 是 可 数 的 ,由 定理 2.1.4 后 面 的 LST 定理 知 .如 是 可 数 的 . 
于 是 存在 pE) < a ff 4096), 是 wo, 的 一 个 函数 . 记 
P E= oe" (8), Mid e(£) = Supl g^(£):n « el, DU (2 > é. 
WEY Epli), 3n «a, ff q€ (6). FR fons eee 0) 
cole RELA pCE)€ CX LER C 是 元 界 的 . 

综合 中 .加 .加 及 开始 所 述 , 就 证 明了 ia:T = 于 是 一 个 Cob. 

(2) id 

D=ja:T, 2 o,3t B. ANT, ET, 中 的 极 大 反 链 ; . 
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易 验 证 D 是 一 个 闭 集 . 由 假设 ,4 是 了 的 一 个 极 大 反 链 . 对 了 中 
任意 一 个 ,存在 hCE) € AL BE ACE) EMH ACE) ee. 类似 于 (1) 中 
所 作 的 论证 ,可 以 找 出 一 个 函数 p, Ey FC, pl) > FAY 
Ep DUE Mae ol), gle el€). al gE plé). 于 是 Tusc 
(6) ,并 且 ANT Je 7 的 极 大 反 链 , 即 p( He D. 于 是 DD 是 一 个 
Cub. 口 

以 上 论证 主要 参考 Kunen[ 1980] 第 二 章 . 当然 ,存在 Suslin 树 与 
ZFC 的 相 窜 性 并 不 只 上 面 一 种 证 明 方法 . 从 人 与 ZFC 的 相 容 性 可 推出 
Con(ZFC + 3 Suslin 线 + CHD) .已 经 证 明 Con(ZFC + J Suslin £& + 4 CH) 
(Jech[ 1967 ] , Tennebaum[ 1978]) ,另外 ,Jensen 还 通过 研究 工 的 结构 构造 
出 了 具有 许多 奇异 性 质 的 Suslin 线 S. 比如 ,5 与 它 的 逆序 $5-! 既 可 以 
是 闻 构 的 ,也 可 以 是 不 同 构 的 .3 PRE WA c = 2” 个 自 同 构 , 也 可 以 
42 个 自 同 构 等 等 ， 


$5 Ostaszewski £% 


1974 年 , Ostaszewski 运用 《> 作出 了 一 个 性 质 极 为 奇特 的 空间 , 它 
的 装备 集 是 wi( 或 直线 ) ,而 这 个 空间 的 拓扑 是 0 维 , 全 正规 ,第 一 可 
数 , 可 数 紧 , 示 传 可 分 , 非 Lindelet 的 ， 在 他 的 论文 [1976] 里 ,还 第 一 次 
det T —^- E CHR RS BRE f EL — -所谓 梅 花 假 设 , 即 中 . 它 在 文中 的 论 
证 部 分 起 着 关键 的 作用 . 随后 ,一些 学 者 单独 运用 也 构造 出 了 一 些 
有 趣 的 拓扑 空间 的 例子 (如 de Caux[1976] 等 ). 

4.5.1 EX RIF A: 

AFEA, E wl 中 的 极限 序数 构成 的 w FP Asa < 
cn 和 相应 的 一 个 o, 序列 15.:a < wl( 称 为 梅花 序列 ) ,使 得 

(1) Va, S,CA, JfH S, FA, HE. 

(2 V X€[m]^,3o,.fif S, C X. g 

4.5.3 定理 O >A. 

证 明 设 14o:a < at &— T X5, X Lim(o) = fara € 
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wy} UTE A, i A 与 4 共 必 ,就 令 S, = A, GMS 8. = 2。. 
下 面 我 们 来 验证 | 5,:a < ml 是 一 个 梅花 序列 . 

条 件 (1) 显 然 是 满足 的 . 下 在 假设 XC wl 是 一 个 不 可 数 集 Ld x 
EX WS AIX! = wi 知道 X EA Cob. T EHI ORBE La: X) 
a= A AATRE, C XA, MFE oO EX a =A. 
XR o 是 极限 序数 ,并 且 A, 2 Xfla 与 共 尾 ,假设 a = ap, 则 由 
我 们 的 作法 有 A, = Sp. 于 是 Se= XN Ag AM Spc X. a 

综合 定理 4.3.7 和 定理 4.5.2, SO >+. 实际 上 ， 
Devlin 已 经 指出 由 CH 和 第 也 可 以 推出 人 >. 如 果 把 w 中 全 体 可 数 子 集 
排 成 一 个 o EA Myra < wil ,使 得 Wa, MCa, 并 且 ¥ MCI", 
la: M, = MERTA . XIRI S co < wii 是 一 个 梅花 序列 ,定义 A, 
= UMEE S|, 那么 就 可 以 证 明 | A, sa < will 是 一 个 人 @ 序 列 ES 
MÀ 4 4 CH 是 不 相 容 的 (对 比 定理 4.5.,4 与 定理 2.10.4), 然 而 , a 
= CH 却 已 证 明 是 相 容 的 (Shelah[ 19801) . 

4.5.3 引 理 设 (和 ,rt) 是 一 个 局 部 紧 ,0 维 , 可 上 度 基 空间 ,4,8 是 
下 中 的 两 个 不 相交 的 无 限 闭 离散 集 , 2 是 一 个 与 不 相交 的 可 数 集 , 则 
E XU Z 上 存在 一 个 拓扑 r* ,使 得 

(1) "是 局 部 紧 ,0 维 ,第 一 可 数 的 . 

(2) c*ly=r. 

(3) V zC Z.a 同时 是 4 和 B 的 极限 点 . 

WR RAUB 中 一 个 由 彼此 不 同 的 点 组 成 的 序列 x,:n < 
e ,使 得 ta NES B, EAE < w BCX, PAi . 
由 于 (于 ,5) 是 局 部 紧 ,0 维 可 度量 空间 ,每 个 rn 可 以 找到 一 个 紧邻 域 . 
U, BLU in < ol ECA, c) PR BR . 将 w 作 一 个 划分 {Pi:k< ul, 
使 得 每 个 P, 同时 包含 无 限 个 奇数 和 无 限 个 偶数 . 记 Zs lack el, 
对 每 个 点 2.4 

Wn) =lat ULU Us j€ P,,j» al). 
取 | Valar): n < wl 作为 2, 的 邻 域 基 , 记 r* ABV Cy )in<w,k<w} 
Uc Ami XU Z 的 拓扑 , 则 容易 验证 r* 满足 所 要 求 的 条 件 (1) ~ (3). 
LI 
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4.5.4 ERO) 存在 w, 上 的 一 个 拓扑 r, 它 具有 如 下 的 性 质 ; 
(ut'r) 是 0 维 ,局 部 紧 , 局 部 可 数 ,全 正规 ,遗传 可 分 , 非 Lindelat 的 可 
数 紧 空间 ( 称 它 为 Ostaszewski £&) . 

证 明 ”整个 证 明 过 程 分 成 两 个 部 分 ,第 一 部 分 是 用 归纳 方式 来 构 
造 =, 第 二 部 分 是 证 明 {mi,r) 具 有 定理 所 述 的 各 种 性 质 . 

C1) (wz) 的 构造 . 

Haca cat, Sia < anl deh EIUS E E bc PT Ap = Sp 
由 CH, AL w, 1" ARR Bsa < wl|. 
f= 人 0 时 ,A0= 多 , 取 Ao 上 的 拓扑 co AAR. 
假设 对 所 有 8 < a ,我 们 在 Ap 上 都 作出 了 一 个 局 部 紧 ,0 维 ,第 一 
可 数 的 拓扑 zg AF gl =o, (Ag, rg) VENEEN), HEBE y«B 
EDS rala, = ty- ic 

a” 2 SuplagiB «al, c* 2 Uizgif «ai. 

D Fa cot , 则 直接 令 nsr”. 

O X a 是 极限 序数 ,而 4 > a* ,这 时 任 取 一 个 与 a* HEM 
列 ,把 它 记 作 A, XIE B= By 是 a* 中 使 B, A 相对 于 (a c RA 
无 限 闭 离 散 集 的 第 一 个 B, 记 4 = lane el. ATES a'H, A 
lE V B« a. AD Ap 是 有 限 集 ,4 Epro PRA BLA, A 是 (a *， 
r* ) 中 的 闭 离 获 集 . 令 Z=A,- a" ,应 用 引 理 4.5.3, 就 可 以 作出 4。 = 
ax UZ 上 一 个 局 部 紧 ,0 维 ,第 一 可 数 拓扑 r。.( 这 里 需要 指出 的 是 ， 
r* 是 a* 上 的 局 部 紧 ,0 维 ,可 度量 拓扑 .) 但 是 每 个 (Xp, ts} 都 有 上 述 
PERE i rs: 有 < el 单调 上 升 ,而 le* | = w, 这 就 不 难 证 明 上 述 推断 . 

© 车 a = B+1, 这 时 令 A= Ss, 由 于 Sp BREF Ay 的 ,因此 4 是 
(Ag. ze) PH AE SFO RM B= BZ =A, - Ag, 
应 用 引 再 4.5.3, 即 可 作出 to- 

EEA r:-Ulnia < wi ,就 完成 了 (ol,z) 的 构造 . 

(2) 各 种 性 质 的 验证 . 

首先 我 们 来 证 明 一 个 关键 性 的 性 质 : 对 任何 o < w CIC S) S lAa 
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wt). 

固定 a, 考 虑 下 述 命题 : 

P(A): v BELA, AN A BECKS). 
今 证 明 对 所 有 大 于 A, 的 序数 1 , P(4) 成 立 . 

HA =A+1, 这 时 根据 (4 ,1, 75, ,1) 的 构造 ,每 个 BELA Aa AB 
是 S, 的 极限 点 ,所 以 PCA ESE . 

现在 假定 P(X) 已 对 所 有 的 < 成立, 又 设 《的 邻 域 是 在 第 3 步 
构造 出 来 的 {注意 5 必定 是 后 继 序 数 ) ,这 时 有 Ag; Ee M EE 
Aa PATARTS B 的 极限 点 ,由 归纳 假设 ,我 们 有 Bca sS). F 
Æ CECI BY CCIS,). 

由 上 述 关键 性 质 , 可 以 推出 : 

中 ( 井 ) 每 个 闭 ( 开 ) 集 或 者 是 可 数 的 ,或 者 是 余 可 数 的 . 

i FEDERAR, Mhk, FE o, SLOP. FEA wd 
CS) c F. 这 样 w -下 是 可 数 的 ， 

Q ( 曲 ) 每 个 闭 集 都 是 GG 集 . 

车 闭 集 FO 是 可 数 的 , 则 存在 a, 使 Fc4. 子 空间 (Ms,r) 是 可 度 
量 的 ,所 以 下 是 (46 toO PH GÆ. AmE PR GE. B w 
- FETAH, WFR wi -下 显然 是 让 BA FG Be. 

@ (ka, r EE AT a . 

设 $ 是 不 可 数 子 空间 , 则 存在 a, tE S, C 5. ARE, CCS) = ST 
CCSD SNL w) FEB S -Cls(S,) CA. FH S USNA) S 
PHA RR . 

€ (CH)(wl,r) 是 可 数 紧 的 . 

设 BELw]*,8= By BCA. 假若 存在 a, fE B 与 构造 7 AT 
中 的 4. 之 差 8- 丸 是 有 限 的 , 则 A, 的 极限 点 也 必 是 B 的 极限 点 . 而 
A, 在 子 空间 4。 中 由 我 们 的 构造 是 有 极限 点 的 ,所 以 B 不 是 闭 离 散 集 . 
BE 8B 不 属于 这 种 情况 , 则 根据 归纳 构造 的 第 加 条 , B = B, 必定 在 某 
一 步 a(a REA, > a" 的 一 个 极限 序数 ) 被 选中 ,这 时 B EECA, n) 
中 有 聚 点 ,因此 (wi ,7r) 没 有 无 限 的 闭 离散 集 . 
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© (CH +4 He) (a, 7 EER . 

设 4, 互 是 两 个 不 相交 的 闭 集 , 则 由 性 质 中 ,4 ,中 中 至 少 有 一 个 是 
可 数 集 ,比如 说 ,4 是 可 数 闭 集 .这 时 A 一 定 是 (wil, r+) 中 的 紧 集 .又 
(wuivz) 是 正则 的 ,所 以 一 定 有 不 相交 的 开 集 分 离 A,B. 口 

与 第 二 章 Weiss 的 定理 2.5.3 对 照 , 即 可 得 到 

4.5.5 推论 “了 全 正规 .可 数 紧 而 非 紧 的 空间 "这 个 命题 是 独立 
于 2FC 的 . [] 

通过 对 归纳 构造 的 步骤 作 一 些 修改 , Ostaszewski 仅仅 用 条 而 不 用 
CH, 构 造 出 了 一 个 局 部 紧 ,0 维 ,第 一 可 数 ,全 正规 ,局 部 可 数 , 非 实 紧 的 
3 空间 . 这 个 结果 与 第 二 章 定理 2.10.4 的 结论 对 比 ,就 可 看 出 看 与 
MA wi 是 不 相 容 的 ， 


§6 Vaughan 关于 全 正规 序列 紧 空间 
的 乘积 不 是 可 数 紧 空间 的 例子 


在 拓扑 学 中 , 紧 ,序列 紧 和 可 数 紧 性 是 三 个 重要 概念 ,它们 彼此 之 
间 有 密切 的 联系 但 又 不 完全 一 至 . 当然 ,每 个 紧 空 间或 序列 紧 空 间 都 
是 可 数 紧 的 ,但 紧 空 间 不 一 定 是 序列 紧 的 ,例如 2 ,序列 紧 空 间 也 不 一 
定 是 紧 的 ,如 ,它们 在 乘积 保持 性 上 也 有 很 大 不 同 . 任意 多 个 紧 空 
闻 的 乘积 是 紧 的 ,而 两 个 可 数 紧 空 间 的 积 可 以 不 是 可 数 紧 的 .对 于 序 
列 紧 性 ,由 对 角 线 论证 可 知 可 数 个 序列 紧 空 间 的 乘积 是 序列 紧 的 . 而 
根据 2" 非 序列 紧 性 ,在 CH 下 , 它 已 是 最 好 的 结果 . Scarborough 与 Stone 
[1966] 提 出 过 是 否 任 意 一 族 序列 紧 空 间 的 乘积 是 可 数 紧 的 问题 ,他 们 
证 明了 ,车 因子 空间 不 超过 o 个 ,答案 是 肯定 的 ,另外 ,在 CH 下 ,车 
是 一 个 序列 紧 空间 ,1XI cc. AHEM e, X " 是 可 数 紧 的 .在 第 二 
3 $5, 利 用 Martin 公理 证 明了 全 正则 可 数 紧 空 间 是 紧 的 . 所 以 对 于 满 
E G% 性质 的 空间 类 , Scarborough-Stone 问题 的 答案 也 是 肯定 的 ,因此 要 
找 出 全 正则 序列 紧 空 间 其 乘积 不 是 可 数 紧 空间 的 反例, 至 少 需要 一 个 
与 MA wi 不 相 容 的 集 论 假设 ,另外 ,其 因子 也 必须 足够 地 多 (超过 mi 
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个 ). 本 节 将 介绍 Vaughan FORE HAF . 

首先 ,我 们 介绍 极限 和 DD 紧 性 两 个 概念 . 

4.6.1 定义 设 DEw* 是 w 上 的 一 个 自由 超 滤 ,XX 中 的 一 个 序 
Süix,:n« ol PRY DRA As, 如果 对 x 的 任何 一 个 邻 域 ,都 有 
inia € Ul € DANA x Klara «ul DRR, ICH x = 
D-hmx,. 

车 空间 x PE] —P APSE D RR, A X ON D EK . 

口 

从 定义 可 以 看 出 如 下 的 明显 事实 : 

(1) 车 1x。:n <w| 由 互 不 相同 的 点 组 成 ,x 是 它 的 一 个 D 极限 , 则 
x Ex in < ww| 的 一 个 来 点 . 从 而 每 个 D 紧 空 间 都 是 可 数 紧 的 . 

{2) E D Æo 上 一 个 自由 超 滤 , 则 门 D= 儿 .这 时 ,YhEw, gF 
CD,ll k € 所 .于 是 YnoE w,ikikanglt D,JAWiIk:k» ng] € D. 
这 就 表明 ,车 1x,:;n < o AFRO RR x, 则 一 定 有 4 = D-limx,. 
所 以 每 个 序列 紧 空间 对 任何 DEw" 都 是 DX. 

(3) 对 任何 DEw* ,于 = Bw -1Di 是 一 个 可 数 紧 室 间 . AMPA 
fn:n<w| 在 五 中 却 没 有 任何 加 极限 点 ,因为 ypEX, 由 pz# 吕 ,存在 
UEp, 使 UE D.U* 是 p 的 一 个 邻 域 ,而 ln:nE Uo UE Di p 
不 是 In:n< wih DRR. 

(4) BPS Ex, in < wl 有 一 个 从 点 +, 则 一 定 存 在 一 个 DEw* ,使 
得 x = D-limx,. 我 们 只 要 对 每 个 nof s 的 邻 域 U0, 今 

Am= In:n> k,n EUL. 
FRARI, | Ap :U 是 x 的 邻 域 ,KE wl 构成 一 个 滤 子 基 , 并 且 它 们 的 交 
是 空 集 . ER mw 上 一 个 包含 它 的 自由 超 姜 妃 , 不 难 验证 ,x = D-limx。 
成 立 . 

(5) Elin <w) cK, ax = D-limz,, f EX AY HEAR, Jl 
f(x) = D-limf(x,). 

(6) HX, :cC 41 的 乘积 空间 为 了, 则 五 是 DD 紧 的 充 要 条 件 是 每 
^r X, 都 是 D 紧 的 . 

EAMT: Æ XED 紧 的 ,由 (5) 即 得 每 个 Dp RHOS HX 
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—X, 的 投影 映射 ). MAR, RA X, JEDER Ix incolit Xu 
一 个 序列 . 对 任 一 a, 设 x(a) 是 |x,(a):n< wl 的 DD 极限 , 记 x= 
Ix(e):aEA}EX. 对 «的 任何 一 个 基本 邻 域 V= 门 |pj!1(U):aE Ji 
GELA], U, A p, (x) = xa SR) Alas, (a) € LED, TTA 
(ilar, (ao) ED :eaETED,Mn: x EVIED. AL x= D-limz,. 

借助 于 上 述 事实 ,可 以 证 明 下 面 一 个 引 理 . 

4.6.2 引 理 YDEw"*, 设 i 是 一 个 非 六 里 的 空间 , 则 x = 
I 和 :DE w* | 不 是 可 数 紧 的 . 

WEBB v DLL Xp 中 一 个 序列 |x.(D):n<w| HEE Xy PRA 
DD 极限 . 设 x,EX, 使 % 在 和 中 的 坐标 为 x,(D}), 则 由 (5), 对 任 一 了 D 
Ew”" ,ix:n<wil 不 可 能 有 DD 极限 ,再 由 (四 可 知 ,1x,:n<w| 不 可 能 
AAA. 这 就 证 明了 X PETA RH . D 

下 面 一 个 引 理 与 引 理 4.5.3 是 十 分 相近 的 . 

4.6.3 引 理 设 工 是 一 个 局 部 紧 ,0 维 ,可 度量 空间 , DEw”， 
ix4:n<w| 是 工 中 的 一 个 序列 , 它 在 针 中 没有 D 极限 . XR A, BE 
的 两 个 闭 离 散 集 ,141=1Bl =a,ANB=2,1X-(AU Bl =w, Z 
是 一 个 可 数 集 , Z 门 = 名, 则 存在 XUZ 上 一 个 拓扑 ,使 得 

0) XU Z 是 局 部 紧 ,0 维 ,可 度量 空间 . 

(2) X fEX XU z 的 子 空 间 与 原 空间 一 致 . 

(3) Z 中 的 每 个 点 同时 是 4 和 8 RA. 

(4) ZEXUZ 中 是 闭 离 散 集 ， 

(5) Ix, in « ul TE XU Z 中 没有 DD 极限、 

证 明 dWA-lan(4:n«wl,B-2laus:n«wl.lG,;n«oldt X 
中 的 离散 紧 开 集 族 ,使 a, € 6,. > 

Y= Ui GaU Gusik< ok AARG, 
Vo= Ui GuU Gusk <o, k ERR. 
FË V, 与 V; EPH AEk nE Vii l k: € VE w ETE 
Æ. AF DE ET BA+RPEDLA—TARF D, nile: 
EVE D. RE Z 编 成 了 = lrk «oo, k 是 偶数 | ,并 把 全 
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体 价 数 划 分 成 Nop. Nick « ws 上 是 偶数 | EE M IL =. 
SEXUZ 中 保留 原来 的 拓扑 ,而 定义 Z 中 的 点 的 基本 邻 域 集 有 如 
下 的 形式 : 

U,(z3) = fan} ULU | Gim Go iim i mE Noll. 

U; Cana.) = dazu aad ULU LG, U Go aii mm dí m€ Nastic. 
这 样 生成 的 TUZ 的 拓扑 明显 地 满足 条 件 (1) ~ (4). GERE YUZ 有 由 
紧 开 集 组 成 的 ec 离散 基 , 因而 是 局 部 紧 ,0 维 ,可 度量 空间 .) 因 为 对 每 
MEZ, iki € Ula) t Cibi € Vil Pl Ri € Ulz)! E D,z 
Pirin olh) DRE. 因此 条 件 45) 也 满足 . 口 

4.6.4 ZR(O) 存在 一 族 全 正规 ,局 部 紧 ,0 维 ,局 部 可 数 , 遗 
传 可 分 ,第 一 可 数 的 可 数 紧 ( 从 而 是 序列 紧 的 ) 空 间 , 它 们 的 乘积 空间 不 
是 可 数 紧 的 (Vanghan[ 19761) 

证 明 ”利用 引 理 4.6.3 和 与 Ostaszewski 线 类 似 的 构造 方式 ,对 每 
个 DEw* ,可 以 构造 出 一 个 空间 姑 , 它 满足 定理 中 所 述 的 全 部 条 件 ， 
并 附带 地 有 如 下 性 质 ; 序 烈 1n;:n < wl 在 X5 中 没有 DD 极限 . 

完成 了 空间 族 | Xo: DC a" 1 的 构造 之 后 ,根据 引 理 4.6.2, 就 可 断 
定 乘积 空间 Oxy: DE w* | 不 是 可 数 紧 空间 . 口 

如 果 在 构造 X, 的 过 程 中 , 当 w =8+1 时 , 令 4= 以 代替 4= 
EU TOP UELLE EE dE SEE EYE REESE CE 
分 的 ,只 是 由 于 用 了 CH TR JH e , Xo 不 再 是 全 正规 和 遗传 可 分 的 , 当 
TW Xp: DEw* 仍然 不 是 可 数 紧 的 . 

H Vaughan 的 结果 早 一 年 , Rajagopalan 与 Grant Woods 曾 用 CH 构造 
出 了 恢 积 不 是 可 数 紧 的 序列 紧 空间 族 ([1975])., 利用 比 CH AE 
的 集 论 假设 ,也 已 经 构造 出 这 样 的 例子 (Rajagopalan[ 1976] 用 p= 6i 
Juhasz, Nagy, Weiss[ 1979] A] MA; van Douwen[1984]F b = c). 


$7 Juhasz 的 空间 与 Wage 的 空间 


这 一 节 我 们 介绍 运用 人 原理 在 wi x w 上 构造 出 来 的 两 个 空间 ,一 
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个 是 Juhasz 的 局 部 紧 , 局 部 可 数 ,遗传 可 分 ,正规 , 非 可 数 仿 紧 的 空间 ， 
一 个 是 Wage 的 局 部 紧 ,遗传 可 分 ,第 一 可 数 ,可 数 紧 , 非 正 规 的 空间 . 
它们 都 是 8 空间, 而且 Juha 空间 同时 也 是 Dowker 空间 的 例子 , Wage 
空间 则 是 所 请 的 反 Dowker 空间 的 例子 . 

4.7.1 SEHE) 存在 wi x w 上 的 一 个 拓扑 ,使 得 

(1) = 是 局 部 紧 了 的 . 

(2) c 是 局 部 可 数 的 (从 而 是 0 维和 局 部 可 度 基 的 ). 

(3) c 是 遗传 可 分 的 . 

(4) c 荐 正规 . 非 可 数 仿 紧 的 (Juhasz. 1977]) 

证 明 BEA =Lim( a) wi 的 全 体 极限 序数 的 集 ,4 = lia 
witi Sara <a} 是 一 个 条 序列 ,并 且 人 很 定 对 任何 o, 5, 与 A, SER. 对 
AG AIO MaaAxw XUR AEA} ea x o. 又 设 [X]* = [4:4 
CA} FABER EAE SCR EAE: VA, ga x ALB AL C 
a x o HSE CH, 并 注意 到 Ye > [a x wj* 是 不 可 数 的 ,这 种 要 求 是 可 
以 做 到 的 )， 

对 每 一 tg,n) ,定义 

Blesn)=i(ta,n)l Uex (n+!1), 
Clan)={(w -a)x(tw— n), 

为 了 定义 r, 先 按 归纳 法 DUEB A € A ,定义 如 RZ, ,使 之 满足 
下 列 的 归纳 条 件 ; 

D vs€anA,r, REX, i RAE T, fih. 

Q vp€sflA. ck, = tE XE n. 

DY «a,n»€X,.B(a,n)€ r,. 

@ vp,eC Apo «A, Z, REX, PRARRAY, c ) PHF 
闭 集 (CZ, 有 界 是 指 存在 wa < e ,使 Z,Cax w.) 

现在 来 定义 n LZ, EA S Aa. 

车 a 是 极限 序数 ,这 时 令 n AAU ini EANA ERHI. Si 
然 归 纳 条 件 (1) ~ (3) 是 满足 的 . POX, - Z,= UiX,- Zeal) 
4 上 由 归纳 条 件 (4),Yp< à, Z, CX, AR, MO 无 中 也 
是 有 界 的 ， 
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XP a 不 是 极限 序数 , 则 存在 a <A co CA, Amo eu. 由 归纳 条 
件 (2) ,我 们 只 需 对 五 - X, 中 的 点 定义 邻 域 基 ， 

首先 把 可 数 集 族 { 包 :pE AN ABER Zn < wi , 取 一 个 严格 弟 
增 的 共 尾 序列 c = yt < el C5,. 这 时 , Ye CXL A 
(Bla, n NE x w)1<w. 于 是 由 归纳 条 件 (3), GO x w YECX, r) 
中 没有 极限 点 ( 即 它 是 (XX, 7T;) 中 的 闲 离散 集 ). 因为 (XK, cE OO E, 
局 部 紧 和 可 度量 的 ,所 以 对 任意 (ys 8) € GU xo, 可 以 选 一 个 紧 开 部 
RK, Cts ,使 它们 彼此 不 相交 ,并 且 K, Cc BCY,,s), 另 外 ,还 可 以 假 
定 它们 具有 如 下 的 人 性质:VY isEow, 若 (sz)EE ZP, K, NZP = 
QOO Lei) PR BF ZU CX, c PARADE, K,- 2 中 还 
BAAR . 现在 取 K.-UizPiisou( DE ZO HEAK K 
即 可 . 

TE w 划分 成 w= Uj armin, m < ol, E4 Os m MELLRE, X, — 
X, 中 的 每 个 点 有 《eo +n, MBER. RTE RE k 个 邻 域 为 

Vletn,m)= lio nom ULUI K, ii anm- bis ml]. 
不 准 验证 ,这 些 邻 域 和 rn RA AEX, 的 一 个 局 部 紧 了 拓扑 n, 
HE c, C n Volo * nm) c BC e n, m). 

最 后 ,¥ pso,31<w, 使 Z, - 2.20% x quip Rm cio 
SET ec, 所 以 对 任意 5,25 c RABAT y, oE ZO. 因此 ,根据 作 
法 ,对 任何 固定 的 n,mm, 当 天 足够 大 时 ,有 优 (zc+aym) 门 20D =8,8 
此 及 -加 中 没有 一 个 点 能 是 2 的 极限 点 . 所 以 Z, EO, n DIE 
开 闭 集 . 

现在 我 们 来 定义 Z,. 为 此 考虑 集 ALLE A, 不 是 (元 ,zc ) 中 的 闭 
集 , 则 令 2,22 2 A, der, 闭 的 , 取 最 小 的 w, 使 如 Caxaw. 由 归纳 条 
件 (3),a x w Br, 开 集 (注意 axw= UIB(B, n:g«a,n« wl). 由 
于 (加 ,mm) 是 局 部 紧 ,72,0 维 ,可 度量 空间 ,可 以 取 一 个 x FAE Z, 
使 A C Zi Cox. 这 就 完成 了 归纳 过 程 . 

令 是 由 Uit:AEA41 生 成 的 多 的 拓扑 ,下 面 我 们 来 证 明 这 样 构 
HS EX, rz) 具有 定理 所 述 的 各 项 性 质 . 
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SORTER: Vor CA, nEw, CS, x {aloe (ein). 

WERF tt n ln, fot ma QUIK tO an bs 
n' LE an n EARE, E £C au s — BEBE CY, EK, Cho + 
m,n').3XX A y m « v, n' » n, o t m, n 2C CL (CGU x ln c 
CLCS, x fal). Fe (ot wo) x (o - n) CCLCS, x 1n D). PRA 
纳 法 来 证 明 , VAC A - (o tm) (Atma) ECS, x In D HHA 
EJ maw Aln =n 都 成 立 . 当 4=o 时 ,这 个 结论 刚才 已 经 证 明 , 现 在 
假设 对 所 有 的 3' <a 结论 成 立 . 用 与 上 述 证 明 相 同 的 方式 可 以 证 明 ， 
(A m,n' 2€ CL(CCU? x [nl APA m< o n'en. 注意 GU 
No BARA EDU (A + m,n ELEY La) x inah). 但 是 对 任 
X A! <4, 由 归纳 假设 ,有 (24' + m,n')ECl(S, x inl) 于 是 有 

(GH 2g) x lal cCL(CS x 1n1). 

Aa mn )€O,(( 60 ~a) x Inl cC OLCS x n] ) ,这 也 就 证 明 
T €(o,n) CCL(CS, xin}. 

(4,7) URE T 性 和 局 部 可 数 性 是 很 明显 的 ， 

(tr) 是 中 传 可 分 的 . 

E 了 是 蕊 的 不 可 数 子 空间 , 则 存在 最 小 的 rn, 使 了 门 (wi x 1ni) 是 
不 可 数 的 . HFIS sa < wo) EARS FE oo ES x int CY ian 
的 最 小 性 ,可知 YO Coxo ATRE. 根据 基本 性 质 ,[Y 门 (ai x 
n)JULYNX,) RE Y 的 一 个 可 数 稠密 集 . 

(X,c) ER . 

由 上 面 论证 者 出 ,任何 一 个 不 可 数 闭 集 必然 包含 某 个 S, x lal, 
再 由 基本 性 质 , 它 将 包 会 CU n). 但 对 任何 Ce' n2 (0. n). C0", 
aN Cle n) . 这 说 明 不 中 任何 一 对 不 相交 的 闭 集 上 ,KK 至少 有 
一 个 是 可 数 集 , 现在 假设 五 是 可 数 集 , 这 时 存在 4EL, 使 = 加. 根 
据 作 法 ,还 存在 a cA ZI H2 AZCAcaxw=%,.d, 是 可 度量 
&8,H AKO X, J& X; 中 不 相交 的 闭 集 , 所 以 存在 U, VEn UNY 
2-8, HcCU.KÜ X, CV. 这 时 UNZ SVUCX- Zo REAR H 
和 乓 的 不 相交 开 集 ， 
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(TY,r) 不 是 可 数 亚 肾 的 . 

if F,= C(O,n)sa,x lw n) A] Fuse <i JÉCX , 7) PRA 
PARES JER YF, =Ø . 假设 1G :nx< ol EME PCG, 的 开 
集 序列 , 则 wi x 101 - c, 必定 是 可 数 集 . 否则 的 话 ,如 上 所 述 , 必 存在 
a ff Cle, Oca, x lOl- G. 这 与 Fc 6, SABA F, = C(0 n) 
Ce,0) 一 定 相交 ) MRA Y 16,2 os x i0} - U Can x iol- 6.) # 
ge. Li 

4.7.2 EEO) 存在 oxo 上 的 一 个 拓扑 =, 使 得 

(1) c BARR, 89 . 

(2) c 是 局 部 可 数 的 . 

(3) r 是 第 一 可 数 、 可 数 紧 的 . 

(4) c 是 遗传 可 分 的 . 

(5) r 是 全 的 . 

(6) r 不 是 正规 的 . (Wage[ 1976a]) 

TERR 记 X=wxw,R=axw, Caw xli, ASAA < wl 
是 极限 序数 | . MBA AC ABIX] 中 所 有 满足 下 列 条 件 的 集 :或 
AV 0, 1A, 10,101, SUR 35, f ALC C, TUB. Sup4 <a. 

作 一 个 从 4 到 w 的 映射 如下: 

. 0,25 V n, lAN Call, 
ja res n A C C, 

BAS AEAEE Pe Ps PERE AC A. Sup A, « Inf S, CGU, 
我 们 可 以 用 S, — (Sup4 + RRE S, ,它们 仍 构 成 一 个 各 序 列 )， 

TERC— T aR p:4 一 2, 使 i0), p! CO BER and . 

归纳 地 定义 X, 上 的 拓扑 ,使 之 满足 下 列 条 件 ; 

D YEEANA, re= nS. 

D n BABE T: 和 第 一 可 数 的 . 

@ y¥a<d,XEn. 

OYn GNN (X, n) PRR n 18, C, X, 是 
Ron) PAFS . 
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首先 ,对 wCAGEX 为 wu xw 上 的 离散 拓扑 . 

设 gE A ,假定 对 所 有 AEAN g REBELE n ,使 条 件 中 ~ OR 
Æ. 

车 ?在 4 中 是 极限 数 , 则 由 人 ,必然 要 求 c, 是 由 Ui a:4€ 7 站 
区 | 生成 的 拓扑 ,这 时 对 2 RUE, RAO ~ 地 还 是 满足 的 . 

APREA EEA, E ns Eto. Æ nje) B Ag Crs 
或 者 A; Eto PARRA, WS D, = Sex ini. Ap 在 (Xs, Ts) 中 
没有 极限 点 , 则 令 Dies = (Sex CO DU Ag. 将 D, BERE Ld (E n): 
k & wl ,将 Se RREHEXEHERIREE SCR E) ib «ol. HRO, (es re) 
是 0 维 ,局 部 紧 , 可 度量 空间 ,由 条 件 @@ ,并 注意 S; GSB, yo <6, 
Xela MAAR, ERES D, 的 有 限 个 点 ,所 以 D, CMe, te) 
中 的 闭 离 散 集 . HAD, Yk, y< w, 可 以 选择 U(k n) VOE 
得 : 

(a) UC k, n) VOORE Xe 中 的 紧 开 子 集 ,它们 分 别 包 售 dk, 
n) CE, E), k’. 

(b) Vn, UI UCk,n):k « o UL VCR) k< o Bd X; 中 的 闭 集 ， 
BijiU(k,n):E«wmURI VC): kaufe X; PERRA . 

(c) Zn 20 E 1, TE m co BE, VCE)U UCk na) 除 有 限 个 天 外 都 包 
BE X-UIC,:I2xnmlH. 

(d) H n» 1Hf, Yk, U(k, n) C C,. 

将 w 划分 成 TARA PC < w), 现 在 定义 X, — X, 中 各 点 的 
邻 域 如 下 : 

Hinds (0, p(é)) ,定义 点 (E+ io WE m 个 邻 域 为 B(&+ i, 
nima {UR nkEP mekiUicési,adl. 

LACE pCED D BS mm 个 邻 域 为 

B(£,p(£),m) - J {Utk n): ke Pok > ml Ulla, pM 
[Uiv(E)im«kl]. 
最 后 定义 cB nULUIBO in m):i m,n < al HIS X, 的 
拓扑 . 则 CZ,, zy) 仍 满足 条 件 中 ~ (D. 

4 BAU AC ALERM X Ht ASR, CX. r) EA 
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部 紧 ,0 维 ,局 部 可 数 ,第 一 可 数 和 可 数 紧 的 空间 

有 下 面 的 论断 ;车 DC X 是 闭 集 , 则 v 4, 或 者 DNC, 是 可 数 集 ， 
或 者 Ca- D 是 可 数 集 . 

证 明 如 下 :假若 DN C 是 不 可 数 的 , 则 由 办, 存在 4, 使 5x {nl 
CD 人 NC,. 但 是 由 我 们 的 构造 方法 ,应 当 有 (wi 一 4) x iat COS, x 
int). BREA C, - D 是 可 数 的 . 

由 上 述 论断 可 以 看 出 X 是 遗传 可 分 的 . 因为 对 任何 YC Xie Y, 
=YN C6, 若 Y, 是 不 可 数 的 , 则 存在 4,€ ABE S, x {nt CY, TH 
CS, x ln a Y, BEELUY, 有 可 数 笛 密集 , 即 了 是 可 分 的 . 


为 了 证 明 X 不 是 正规 的 ,只 需 证 明 闭 集 Co 与 Ci 在 XX 中 不 能 分 
离 . 假定 Uw HU, 是 分 别 包 含 Co 和 C. 的 开 集 . 由 上 述 构 造 方法 , 存 
在 不 可 数 个 上 ,使 Uy 包含 15(n,&):n<w] 的 尾部 . 从 论断 得 知 , 存 在 
ko coi Ëi Dia «BE «il C Us. TH Ui 也 必须 包含 有 这 样 一 
个 尾部 ,所 以 Ug 与 U, 必然 有 交点 . 

最 后 证 明 X BSH. 由 论断 可 知 , 子 空间 C, 的 任何 一 个 相对 闭 
集 或 者 是 可 数 的 或 者 是 余 可 数 的 ,因而 C, 任何 一 个 开 集 也 是 可 数 或 
余 可 数 的 . eG BX PR ET n CNC 是 C, 中 的 相对 开 集 . 
车 G() C, 是 可 数 集 , 则 GN C, EC, 中 的 所 ELE LEE X PH F, 
EA GCC, 是 余 可 数 集 , 则 C, -GC 是 CG 中 的 ,从 而 也 是 中 的 可 数 
闭 集 . 利用 工 的 局 部 可 数 性 ,可 以 证 明 它 是 并 中 的 G3 HF GNC, 
Vue x pr, 集 . 这 样 就 证 明了 G6= UCN COE X 85,8. D 


§8 Wage 与 Ginsburg 的 极 不 连通 的 S 空间 


这 一 节 , 我 们 将 指出 ,仅仅 用 系 就 可 以 作出 全 正规 的 极 不 连通 的 S 
空间 ,其 中 一 个 是 Wage 作 的 , 另 一 个 是 Ginsburg 作 的 . 
4.8.1 EAA) 存在 一 个 全 正规 , 极 不 连通 的 S 空间 .(Wage 
[1976b1) 
证 明 HES, AC AL AOE]. 我们 要 作 的 空间 的 装备 集 是 ws 
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方法 是 按 归纳 方式 在 A4E A 上 定义 拓扑 到, 使 它 满足 如 下 的 归纳 条 
fF; 

(1) CA, cy) At AS a BY TEA I]. . 

(2 Ya <à aE n. UMASS ECAN ALM m= n NPCs). 

(3) V£CADIA E< g « A/H gE CSp). 

当 &=w 时 , 取 tc 为 w 的 离散 拓扑 . 现在 假设 YEEAX 站 4,r 都 
已 定义 好 ,并 且 满 足 上 述 各 条 件 , 我 们 来 构造 n. 分 两 种 情况 讨论 . 

CD E A 是 极限 序数 的 极限 ,此 时 简单 地 令 mm 是 由 U1re: FEAN 
| 生成 的 拓扑 . AFU SEANA HARRAH, ER n 的 一 个 
基 . ry 来 说 ,条 件 (2) 和 (3) 是 显然 成 立 的 . 

为 了 验证 条 件 (1) ,首先 注意 ,对 任意 ACELCILA 与 4 ECA, c BS 
子 空间 e 中 的 闭 包 , 即 (Cl 4) 门 6 是 一 致 的 . 

(ari) 是 极 不 连通 的 , 设 FE , 记 了 = QU, a € U WEE E 
CANA, ff ace. FHeCENU. BOX U - (QUT EDUCU- g) mE 
是 包含 HARR, EN- E) = BBL ae en Cum - a, (un 
£), UNE ECE, ce) HATES. ACE, re A EI PE A en CU ED 
€ ecu, BHUNECU, AM a C IntU, AA UEA, c 2 PRR. 

{4 ,zt ) 是 正则 的 . 设 aE UC rn. Harl<a 及 条 忻 (2),a+1 是 
a 的 开 邻 域 ,所 以 不 妨 假设 Ua +1. R Esato. AWE) 
则 和 和 极 不 连通 的 ,所 以 存在 (#, re) 中 的 开 闭 集 YE re, 使 xEVcU. 显 
Aver. THEW 7= 了 = Ca, 考虑 £- VAA Vca 1, MA S, 
D v EARI, AREA A - ECC, Sg - V). A £- VCA- V 
Ba-Vẹn PHAR, TAE- Y): ca - 大 另 一 方面 , -下 = (à 
-&U(£e- VCE (Se~ Y)UCE- VCE CE- V) AA- v5 Ce 
- V). 因为 VY 在 re PRA PU £- VE x, Mi E- VEn. Hi n 
是 极 不 连通 的 有 O VNC 0- V) S 9 AM CIV - V. 于 是 了 是 
(A, a) PASTAS . 

因为 4 是 可 数 集 ,所 以 (4 ,Tt ) EIE BIE Lindelot 空间 ,从 而 是 正规 
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的 .条 件 (1) 也 成 立 . 

四 存在 6EA4, 使 =E+w， 

将 中 划分 成 m ARAA Wain < wl EY n, Wa A EH 
FE, W, 互 不 相交 ,Se = UW. 

Yn BUE W, t-PA RM. 记 

JS -l£calUU:U€ rn 是 开 闭 集 , UNW ER), 
B= UH. 
7, 是 由 relJ 多 生成 的 拓扑 ,我 们 来 验证 :; 

(a) (A. ERR . Ue yc. E aE Wh ec 
五 ,得 ecE Cl, (UNE). HCE, ce RARE, A Cl, (UME) € re, ATE 
是 (4,m) 中 的 开 集 . 然而 Cl CU) = UNEN ec UT ECU, MU a 
€ Int Cl, U. 

#a=f+n, HULME UO: Rec, 中 的 开 集 . BONEN 
W,-U(]W,E.Z.l(e- LOW, = ¥- VERA E-U Ery 中 的 
开 闭 集 , 依 定义 有 {$+ n] UE - U) € 8, (Bi CE - D) U S OX S 
«E UFA Bb UN FES RA. Sr ial UCUD e a Hy 4B 
域 , 它 包 会 于 石 内 . 这 便 证 明了 也 是 (4,m) 中 的 开 闭 集 . 

(b) (1 ,za) 是 正则 的 . 由 归纳 条 件 , (sre) 是 正规 的 ,注意 ,YeE 
5:, 由 条 件 (2) ,a +16 zT $a + DERRE, PCa +1) - (Se 
NJN S= lal ,这 说 明 S, 是 (&, re) 中 的 离散 集 . 又 因 S; SEH, 
再 由 条 件 (2) ,可 知 S; 是 (86, re) 中 的 闭 离散 集 . E, zc) 的 正规 性 及 
对 可 数 性 ,存在 一 个 由 (&, re) 中 的 开 闭 集 组 成 的 离散 族 多 = 
[VG € Se| 分 离 Se, 我 们 只 需 就 £+ n 型 的 点 验证 正则 性 即 可 . VE 
B=ļf+tn UVES, AREA S, ATEH Ww, Pe. AR 
也 是 闭 集 , 所 以 UW, 是 (&, re) 中 的 闭 集 ,由 正规 性 及 极 不 连通 性 ， 
存在 VE re 使 UCV=QVcU. 令 Hs)= Vs) AVAL BG): 
sE UN 琴 .1 是 一 个 由 开 闭 集 组 成 的 离散 族 . 令 A= U1H(s):sE UN 
Wt Bie ntl A Eee n En 中 的 一 个 基本 分 域 ( 易 见 HOY WU 
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nw,e.z.mnHcitenlUUs 8 REAR As) EUN PIU 
1¥(s):s€ Sps E UN WCE, c PR SR, BEY m 
~znit,é+me H. 

这 样 , 我 们 就 证 明了 (zc, REC). 至 于 条 件 (2) GEF 
易 验 证 的 ,在 此 不 细 述 了 . 

最 后 , 令 r WAU AC Al ERE w 上 的 拓扑 .用 类 似 于 中 中 
所 述 的 方式 可 以 证 明 (wi, 7) 是 一 个 极 不 连通 的 正则 空间 . 

d CC 是 (Cw,7T) 中 任 一 个 不 可 数 闭 集 ,由 吊 , 存 在 EC AL SCC. 
Yar, Ë aE CLS, Di FUlz:A€ hl 是 (wi,r) 的 基 , 存 在 4EA4 
和 UE cfi a€ UMA UNSe=O .这样 就 有 = € CI, S, XX AE 
《3) 是 矛盾 的 ,从 而 表明 了 w-cc, Me ERRA. 由 此 可 以 断言 
(wmlyr) 是 遗传 可 分 的 ， 又 因为 每 个 w 都 是 (wi, rt) 中 的 开 集 ,所 以 Cl， 
zr) 不 是 Lindelsf 空间 . 

为 了 证 明 (w,r) 是 全 正规 的 ,我 们 先 分 别 证 明 三 个 引 理 . 

4.8.2 引 理 #Y ERTEAN S 空间 , 则 无 是 遗传 正规 的 . 

证 明 A, KBB TR Ka HO K= 2). BAX 
是 遗传 可 分 的 ,所 以 存在 可 数 集 DC ALE CK. D,E RH, KP 
的 稠密 集 . 又 因为 卫 , 正 是 正则 空间 互 中 的 可 数 栅 离 集 , 所 以 存在 互 不 
Ae UAV, DC U,EC V. AX MRAM OLY 
dx PERAKE, MA U,V OPES HRK. 根据 Engelking! 1977] 
AY 2.1.7, X ft fen] AB . 

48.3 引 理 设 工 是 极 不 连通 的 $S 空间 , CX 是 闭 集 ,UCX 
是 开 集 ,而 HN 5 ZH PRE, W HUU 是 开 集 . 

证 明 假设 HU VU 不 是 开 集 , 则 存在 hEH, 使 hE(X- (HU 
0))-. 设 号 是 8 站 U 的 可 数 稠密 子 集 ,EB 是 五 - (UP 的 可 数 稠密 
T. 由 于 D, 百 是 关中 隔离 的 可 数 子 集 (D=H, 有 DNE=@;EC 
(了 了-U)- = 了 ~U, 有 EN 站 MD= 儿 ), 由 的 正则 性 和 极 不 连通 性 ,存在 
互 不 相交 的 开 闭 集 4,8, 使 Dc4,(X-(HUD))- cB. 于 是 有 hEH 
cDcA,hC(X-(HU 0))7 cB. 这 是 难 盾 的 ,因此 证 明了 上 UU 是 
FE. 
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4.8.4 SIE EX PREIS 空间 . AX METRE 
是 鸟 集 , 则 下 的 每 个 闭 集 都 是 GE. 

证 明 EX PRM, DCH BARS, D-H. S| 
设 , 存 在 可 数 个 开 集 { ,| EN Unine wl = D. AAM 4.8.3, V, = 
HU U, SAE, BRANT Vn < wl zHUCGT IU, n«ol) HUD 
= 1, RIES WC, BR. 

由 引 理 4.8.2 得 出 (wair) 是 正规 的 . 因为 (wi,7) 是 局 部 可 数 的 ， 
所 以 它 的 任何 可 数 子 集 都 是 GÆ. 应 用 引 理 4.8.4 即 得 出 (ui,r) 是 
全 正规 的 . 

定理 4.8.1 至 此 证 毕 . L1 

前 面 各 个 例子 ,都 是 在 一 个 事先 没有 给 定 拓扑 结构 的 集 上 通过 归 
纳 方 式 构造 出 所 需要 的 拓扑 的 .与 此 不 同 , 下 面 将 要 介绍 的 Ginsburg 
的 例子 , 则 是 在 某 一 种 可 数 紧 空 间 中 通过 精心 选择 一 个 wi 序列 ,使 它 
作为 原 拓 扑 空间 的 子 空 间 ,具备 所 需要 的 性 质 . 

4.8.5 SEBR(4) 设 工 是 一 个 正则 的 可 数 坚 空间 ,下 不 包含 任 
何 非 平凡 的 收 误 序列 , 则 廊 包 含有 一 个 极 不 连通 的 ,全 的 5 空间 . 
(Ginsburg[ 1977a]) 

TEA HIS :EAI 是 妈 序 列 ,我们 将 归纳 地 选 出 一 个 点 列 {xe: 
acai c X X PÉJESEREPRMEG, a < wi| ,使 之 满足 下 列 归 纳 条 件 : 

(1) Ya, x, € G,. 

(2)a«B-x5 € 6. 

(3) V AC Anu, x, , C Clix,:a€ S]. 

对 wm, 选 出 互 中 一 个 可 数 离散 子 集 1m on < o SPP E Gain 
€ wl, fii x, € 6, FFA men 时 ,zw E G. 

现在 假设 对 所 有 «A 的 极限 序数 上 ,我 们 都 已 选 好 了 Yez | 和 :as< 
EIM B=!6,:a< El, CMBR E< gAs Yc Y ACH MRE 
(1) ~ (3). 

车 4 是 极限 序数 的 极限 , 则 令 = Uigh S Ulises 
Al .这 时 条 件 (1) ~ (3) 对 A 还 是 满足 的 ， 

MA=f+a, FH FCA, I R= ley ee Slc Y, X EU OR 
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的 , Re TE X PERA. FX RS SE PL , A Re 有 
JB CER. Eo RECO) PR. 于 是 CHR, - Re 包含 有 无 限 的 离散 
点 集 . MP mE ize, pin < wl ARPS Gene) mu 
nA nE G,. RAS H- Ui uin« oi, S «SU 
i Geen me w} » 

条 件 (1] 和 (3 显然 是 满足 的 , 今 验证 条 件 (2) 也 满足 ,这 只 需 证 明 
Yacw,a<&,x¢,,€ G, 可 .注意 S.No BARA, AR HE COO OH 
对 于 号) 至 多 有 有 限 个 x€ Re. Bi xc C FU GOR BAR . 但 
是 xe aC CIR; — Re, ATUL xe, & G,. 

BAS Y-UIYX:ACAI,S2UISACAI. 

ARDAO) FS 工 是 右 分离 的 , 故 它 不 是 Lindelof 空间 . 
由 条 件 (3) 及 到 ,了 是 遗传 可 今 的 ,7 的 每 个 闭 子 集 或 者 是 可 数 集 ， uel 
是 余 可 数 集 ,所 以 了 是 全 的 . 

为 了 作出 一 个 极 不 连通 的 全 正规 S 空间 ,需要 选取 一 m 
数 紧 空 间 . 为 此 ,我 们 注音 下 列 事实 

1. 下 空间 的 定义 及 如 下 的 等 价 命题 ,了 是 下 空间 当 且 仅 当 每 个 余 
零 集 都 是 C* AMC We 1.9.12). 

2. 车 是 是 局 部 紧 的 a KEM, ax - X RUF Z BH Gilman, Jeri- 
son{ 1960]14.27). 

3. 不 空间 不 包含 任何 非 平 凡 的 收敛 序列 (Gilhman, Jerison[ 1960], 
14N1). 

4. F Se) PRETO) TRE C " te AH (Gillman, Jerison[ 1960], 
14N5}. 

利用 上 述 事 实 , 就 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

4.8.6 EB(&) d X EBDÉOR FB. 开 包 含有 一 个 遗 
传 , 极 不 连通 ,全 正规 的 S 空间 . (Ginshurg[ 1977a]) 

证 明 由 定理 4.8.5, 天 包含 有 一 个 全 的 3 空间 Y. 今 证 明了 是 起 
传 极 不 连通 和 和 遗传 正规 的 . 根据 Gilman, Jerison[ 1960] 中 的 1H 和 3D, 
一 个 完全 正则 空间 是 极 不 连通 的 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 开 子 集 是 和 HR 
人 的 ; 它 是 正规 的 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 闭 子 集 是 CRAM . 对 了 的 任 
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何 一 个 子 空间 z, 设 了 是 Z 上 一 个 有 界 连续 函数 . 因 Y Hen TUE 
在 可 数 集 Dc zZ, 使 五 =Z.J ipcec*(D). 根 据 事实 4, 存在 下 E 
COSE Fly =f to- A DEZ LAH, RA Fu =f. 于 是 Z 是 
CRA YS . 这 表明 Y RUHR AERA . 口 

要 注意 的 是 ,虽然 了 是 从 一 个 可 数 紧 空间 下 中 划 出 来 的 ,但 了 本 
身 是 不 会 成 为 可 数 紧 的 (参看 Ginsburp[ 1977a]2. 4) . 

因为 N 和 及 都 是 局 部 紧 和 o 紧 的 ,所 以 有 下 述 推论 . 

4.8.7 fib(4) ABN-N 和 和 BR- 好 都 包含 有 全 正规 , 极 不 连通 
的 5 空间 ， 口 


$9 后 ic 


在 本 书 的 第 一 章 至 第 四 章 中 ,我 们 比较 系统 地 介绍 了 CH BES 
统 假设 ,MA,SH,Cy 等 元 种 常用 的 ,并 已 证 明 是 富有 成 果 的 集 论 命题 及 
其 在 解决 点 集 拓 扑 学 一 些 疑难 问题 上 的 应 用 . 随 着 研讨 的 深入 ,20 t 
纪 7T0 年 代 中 后 期 ,又 进一步 开发 出 了 一 些 与 @> 相 类 似 的 集 论 命题 ,并 
成 功 地 应 用 到 了 拓扑 学 研究 中 ,如 OO*,O+,KO* + 等 . 这 一 节 , 我 们 将 
简 路 地 介绍 它们 以 及 有 关 V = L 的 某 些 应 用 成 果 . 

一 、 候 的 其 他 一 些 应 用 

1. 我 们 知道 ,要 使 两 个 不 全 是 可 度量 的 空间 X 5Y 的 乘积 是 遗传 
正规 或 全 正规 的 ,对 因子 空间 所 要 求 的 条 件 往 往 是 很 匣 刻 的 .Katetov 
定理 指出 :车 Xx Y 是 遗传 正规 的 , 则 要 么 的 每 个 可 数 子 集 都 是 闭 
集 , 要 么 了 是 全 正规 的 . 又 如 Alexandroff 双 箭 空 间 ,尽管 它 本 身 是 全 正 
规 的 紧 空 间 , 但 它 的 平方 却 不 是 遗传 正规 的 . 另外 ,已 经 知道 一 个 全 正 
规 紧 空间 与 一 个 紧 度量 空间 的 乘积 是 全 正规 的 ,所 以 自然 会 问 ,这 是 知 
是 唯一 可 能 的 管 案 ? 1979 年 Rudin EHT: FORY, MEENA 
Suslin 线 , 它 们 的 乘积 是 全 正规 的 (Rudin[1979a]) . 这 就 否定 了 上 述 狂 
m. 

2. 众所周知 ,车 是 可 数 紧 空 间 , 而 X? 是 全 正规 的 , 则 由 著名 的 
Chaber 定理 ,X 一 定 是 紧 度量 空间 . 与 之 相应 的 有 两 个 问题 : 
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问题 1 4X BAM aE EERS), MA, A ES 
一 定 是 可 度量 的 ? 

问题 2 车 丈 是 可 数 紧 的 而 她 是 遗传 正规 的 ,那么 ,X 是 否 一 定 
是 紧 的 ? 

对 于 问题 1, 已 知 CH 和 MA+ 7 CH 都 能 给 出 否定 的 答案 (Gmen- 
hage, Nyikos[1991]), 对 于 问题 2, 若 承认 MA+- CH, 则 答案 是 肯定 的 . 
因为 由 Katetov 定理 ,X 是 全 正规 的 ,而 Weiss 的 定理 表明 X 必 是 紧 的 . 
另 一 方面 , Beslagic[ 1994a] 通 过 精致 地 构造 技巧 ,证 明了 < > 一 存在 可 数 
紧 而 非 紧 的 空间 Xe X^? 是 遗传 正规 的 . 从 而 证 明了 问题 2 的 管 案 独 
立 于 ZFC. 

3. Starbird 曾经 疝 过 , 是否 有 可 能 存在 两 个 不 一 定 是 Dowker 空间 
HAE XM Y, MERR X x 了 是 一 个 Dowker 空间 ? 对 这 个 问题 ， 
Beslagic 曾 宣布 过 由 CH 或 > * 均 可 作出 这 样 的 例子 (Beslagic[ 1985] , 
[1990] , Wage! 1978 ]) . Beslagic[ 1994b] 利 用 < 成 功 地 构造 出 一 个 全 正规 
空间 工 , 使 得 到 是 正规 和 非 可 数 仿 紧 的 . 

4. 关于 今 的 应 用 还 可 以 参考 下 列 文献 : Ivanov [ 1978 ] ; Malyhin 
[1979] ,[ 1590] ;Hanazawa[ 1980] , [1983] PLES , 00/1] 1995]. 

在 Fanov[1978] 中 ,他 利用 了 Fedorcuk 1:38 GOES) TE AA 
了 ,存在 全 正规 ,局 部 紧 , 可 数 紧 , 非 紧 的 空间 ,使 得 对 每 个 自然 数 n, 
x 是 遗传 可 分 的 . 

Malyhin[1979] 证 明了 ,> 存在 和 遗传 可 分 的 紧 Feche 空间 X, È 
有 一 个 点 不 是 rle) A .Malyhin[1990] 用 <> 作出 了 一 个 Ostaszewski 型 
的 非 序 列 的 紧 空 间 . 

Hanazawa| 1980] 给 出 了 Rajagopalan 关于 唱 的 各 种 变 式 彼此 等 价 的 
证 明 . 在 [1983] 的 论文 中 ,他 用 人 构造 了 一 个 不 是 可 数 亚 紧 的 Aronsza- 
刘 树 (1980 年 ,Fleissner 用 VW= 工 作出 过 这 样 的 树 ). 

XARA D, 空 间 , 如 果 三 的 每 个 闭 子 集 都 有 可 数 的 局 部 基 .Aull & 
经 证 明 , 全 正规 的 可 数 紧 空 间 是 空间 . 戴 牧 民 , 刘 川 [1995] 证 明了 ， 
E XED 空 间 , 则 工 的 非 孤 立 点 的 集 是 可 数 紧 的 ,Pi 空间 有 良好 的 
PREM. ERS IER M ERMA y 空间 ,但 D, 空间 的 覆盖 性 
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质 强 烈 地 依赖 于 集 论 . 车 承认 MA e CHB, 则 它 是 遗传 强 仿 紧 的 ,但 若 
RU, 则 D, 空间 甚至 可 以 不 是 等 紧 (isocompact) 的 《例子 是 
Ostaszewski 线 ) . 
二 、 Q'uO HRK 
在 第 四 章 § 3 中 ,我 们 曾 指出 > 原理 可 以 由 可 构造 性 公理 Y= 工 推 
出 ,这 是 通过 对 可 构造 集 类 工 的 精细 结构 的 研究 得 到 的 . 由 工 的 精细 
结构 还 可 以 推出 一 些 类 似 于 CO 的 集 论 命 题 ,其 中 一 些 已 被 集 论 拓 扑 学 
者 用 来 解 次 拓扑 学 问题 ,取得 了 好 的 效果 A 
为 了 方便 对 比 ,我 们 重新 叙述 一 遍 信 原理 . 
OHE wi FRI LA io <a} Va A Ca RY A Can, fa: AN 
a= A, o, 中 的 平稳 集 . 
下 面 给 出 几 个 类 似 于 > 的 集 论 命题 的 定义 . 
O :存在 w 序列 |. 反 :a < wl| ,满足 
(1) V a, Cle]. 
(2) VAC wi la:Alla€ .后 | 包 含有 wi 中 一 个 Cub. 
or :存在 由 序列 | 把 1a < | ,满足 
(1) Ve. Cal". 
(2) VACa,, 3Cub C, YECH ANa EL, Cla 
[5 
Ott :存在 wi 中 一 个 平稳 集 XL fed Vac X, US oA cC 
[a]", BE 
(D VACo, ANEA | 包含 了 中 一 个 Cub. 
(2) YaE X, [AEA A 是 a 中 的 Cub) Rt filter. 
注 ; 上 述 命题 都 是 就 o 而 言 的 ,它们 都 可 以 推广 到 就 任意 的 正则 
基数 « Me 中 一 个 平稳 集 巨 而 言 的 情形 ， 例 如 
Oe BE): yaC E, 3A, Ca, fifi AC ta:ANa = 机 | 是 一 个 
平稳 集 . 
VOIE ECBERAO wi e) 3S pL RT BOE X^ (c, E) O (Gc, EVE. T 
以 证 明 VY=L=>O Ge, EK" (e, E) Xx, E). 
下 面 我 们 介绍 一 下 它们 的 应 用 情况 . 
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1. O" 的 第 一 个 应 用 是 Shelah[ 1979] ARENA T O 己任 何 一 个 
第 一 可 数 的 正规 空间 都 是 w,CWH 的 ,( 这 是 Fleissner[ 1974] 的 工作 的 
精细 化 . Fleissner 是 用 V = L üEBH FERE s; c 的 正规 空间 的 CWH 性 .) 
1985 年 ,Daniels 与 Gruenhage 应 用 K>* 并 改进 了 构造 Kunen 线 及 Fleiss- 
ner 用 CH 构造 不 可 度量 的 正规 Moore 空间 的 技巧 作出 了 一 个 全 正规 ， 
局 部 紧 , 非 族 正规 但 是 CWH 的 空间 .Szeptycki[ 1993] 则 用 CO* 证 明了 存 
在 正则 第 一 可 数 的 可 数 亚 紧 空间 ,其 中 包 售 有 一 个 非 G 的 闭 离散 集 . 

2. Rudin[ 1988] 利 用 <>+ 作 出 了 一 个 爹 正规 的 不 可 度 基 的 3. 维 流 
É M=U(M,:¢< wl ;其 中 的 每 个 M, WEM 的 一 个 可 度量 的 开 连 通 
子 空间 .1990 年 ,她 又 用 <>+ 证 明了 正规 而 不 是 族 正规 流 形 的 存在 性 
(Rudin[ 1990]) . 

3. 利用 C++ , Rudin{ 1983b] 作 出 了 一 个 正规 ,可 庶 , 非 族 正规 的 
空间 (由 Nagami ATE SR + TE + 可 数 仿 紧 之 仿 紧 性 的 定理 ,这 个 空间 
当然 是 个 Dowker 空间 ).1985 年 , Beslagic 与 Rudin 又 利用 人 + + 构造 了 
一 个 空间 全 , 它 是 强 0 维 , 族 正规 的 , 它 的 每 个 递增 开 村 盖 都 有 一 个 既 
开 又 闭 的 收缩 ,但 存在 一 个 开 覆 盖 却 没有 闭 收 缩 .{ 设 1 G6:aE 4| 是 空 
间 针 的 一 个 在 盖 , 它 的 一 个 收缩 (Shrinking) 是 指 一 个 相同 指标 的 另 一 
TERM: EA], CER: yaC A, MCG) 

Watson 曾 提 出 过 一 个 问题 :正规 的 第 一 可 数 的 CWH 空间 是 否 相 
对 于 由 散射 集 组 成 的 闭 离 散 族 是 族 正规 的 ?Fleissner[ 1983b] 利 用 KO+ + 
给 出 了 一 个 否定 的 回答 . 他 证 明 存在 一 个 第 一 可 数 空间 和 一 个 以 
te LOTSa, 细 的 拓扑 作为 拷贝 组 成 的 闭 离散 族 , 使 这 个 集 族 不 能 被 开 
集 分 离 , 但 是 据 Watson 说 ,他 花 了 很 大 的 力气 也 没 搞 懂 Fleissner 的 证 
明 ( 兄 van Mill, Reed[ 1990] 中 Watson 的 文章 ). 或 许 是 为 了 回 管 Watson 
等 人 的 困惑 ,Fleissner 1993 年 为 纪念 Rudin 而 出 版 的 文集 中 叉 重新 给 出 
THEBA, Fleissner[ 1993]) . 

三 、 关于 VY=L 

在 众 包 的 集 论 命题 中 ,Y=L 是 一 个 特别 强 的 公理 ,因为 它 不 允许 
存在 不 能 由 Gadel 演算 构造 出 来 的 集 ,也 就 是 说 , 它 是 所 有 与 ZFC UR: 
的 集 论 模型 中 最 小 的 一 个 模型 ， 前面 所 提 到 的 诸如 CH, MA, OS a 
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题 ,其 叙述 中 都 涉及 势 的 限制 ,而 Y= 工 则 并 不 涉及 . 这 或 许 也 是 它 强 
力 的 一 个 原因 . 它 的 第 一 个 应 用 丽 怕 是 Fleissner 的 下 列 经 典 性 结论 ， 

定 埋 1(V=L) (1) 特征 y(X) «c 的 正规 空间 是 CWH 的 . 

(2) 局 部 紧 的 正规 Moore 空间 是 可 度量 的 .Fleissner[ 1974]) 

这 个 定理 的 证 明 需 要 用 到 由 V = 推出 的 关于 平稳 系统 的 OO 原理 . 

称 .名 = 14r:fE | 是 一 个 关于 « 的 平稳 系统 ,如 果 每 个 4 都 是 
的 一 个 平稳 子 集 ,并且 当 a C eL fog Ce AE fae bt RA AN 
(a+1)= A Ne +1). 

关于 e 的 平稳 系统 的 人 > 原理 ,对 x 的 任何 平稳 系统 4, HE e 序 
Allia cel AP f, C ne MET FC e PEPER Sc Ap, HE 
X 8C 3.0 flo fo. 

可 以 证 明 : 

1. he 是 正则 基数 , 是 正规 和 < e CWH BS, y CX) s e DEF 
x 的 平稳 系统 的 人 原理 可 以 推出 瑟 是 xcCWH 的 . 

2. 设 effa) = w, X EEA < wxCWH 的 , 则 可 以 推出 五 是 kxCWH 
的 . , 

3. B oche) « r, X EEA < eCWH I, y CX) <e ERNE 

一 个 满足 y CX) A <e 的 基数 人 ,有 2 A+ X E CWH 的. 

结合 上 述 三 种 情况 的 结论 对 大 的 闭 离散 集 的 势 进行 归纳 论证 ,就 
可 以 推出 定理 1(1) 的 结论. 详细 的 讨论 可 参看 Tall[ 1984]. 

在 Fleissner 定理 的 基础 上 , Watson 作 了 进一步 的 工作 ,他 证 明了 : 

定理 2(Y= 工 )】 (1) 局 部 紧 的 正规 空间 是 CWH 的 . 

(2) 正规 的 可 数 型 空间 是 CWH 的 . 

(3) 局 部 紧 的 正规 次 亚 紧 空 间 是 仿 紧 的 ( Watson 1982]) 

注 ; 天 称 为 可 数 型 的 ,如 果 对 的 任何 紧 子 集 C 都 存在 一 个 紧 集 
K KS CHAK ADS . 显然 ,局 部 紧 空 间 都 是 可 数 型 的 . 

将 前 述 问题 中 的 正规 换 为 可 数 仿 紧 性 时 ,用 YV= 工 也 得 到 了 如 下 
肯定 的 结果 . 

定理 3(V=L) 第 一 可 数 的 可 数 仿 紧 空间 是 CWH 的 . (Watson 
[19851) 
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EM 4(V=L) 局 部 紧 , 可 数 仿 紧 的 可 四 空间 是 仿 紧 的 .(Daniels 
[1988}) 

定理 S(V=L) 局 部 紧 ,可 数 仿 紧 的 次 亚 紧 空间 是 仿 紧 的 . 
( Balogh[ 1988b]) 

其 他 类 似 的 结论 还 有 

定理 6lV =L) 第 一 可 数 的 wi 仿 Lindelof 空间 是 CWH 的 . 
{Fleissner[ 1983a]) 

R7(V-L) (1) 第 一 可 数 的 ,7 正规 空间 是 vCWH 的 ， 

(2) 局 部 紧 的 ,A 正规 空间 关于 由 紧 集 组 成 的 离散 族 是 族 正 规 的 ， 
{ Balogh , Burke[ 1994 ] ) 

定理 8(V=L) FREER, TRER e d RE BS e]. (Rndin 
[1983a]) 

此 外 ,还 可 以 参看 Chiba, Przymusinski , Rndin [ 1986 ] #1 B 2 [1990], 
Chiba 等 人 在 VY=L 下 给 出 了 下 述 Morita 猜想 的 肯定 回答 . 

Morita 猜想 :(1) 若 对 所 有 的 正规 PS] YY, FRR X x Y 是 正规 的 ， 
Ni x ETEEN .(2) X 是 局 部 紧 和 可 度量 的 充 要 条 件 是 ,对 任 一 个 
正规 可 数 仿 紧 空间 Y, Xx YEER. 

定理 9(V=L】 Morita 猜想 (1 和 (2) 都 成 立 . 

RENERT TERE: 

定理 10{V=L) HX BIMOWATS A. 4i X RERH W X & 
仿 紧 的 ,从 而 也 是 王 紧 和 Lindeler B4 . 
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AL (tightness) 1(X) 2.10.3 


1.9.1 


Vp 下 -网 (compact-countable k-network) 2.8.11 


K 


T a] AH (measurable cardinal) 3.3.10 后 
HR meso F 1.9.22 

TAM (countable type) 4.922 

"p 4E 3E C (countably metacompact) 1.9.25 
FRE 2.8.7 

$2 il 3k (dominated family} 2,2.10,2.8.2 


L 


$i(chain} 2.1.1 
连续 统 假设 (continuum hypothesis) 1.1.1 
RAT 65 (nicely separated) 3.3.3 
良性 辟 分 的 (nicely split) 1.10.1 
零 测度 集 1.1.1 
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MFG (manifold) 2.10.7 后 


(path) 2.6.3 

M 
MMR 4.5.1% 
梅花 序列 4.5.1 

N 
MWD 性 质 3.1.2 

P 
平稳 (stationary) 集 2.6.11 
泡 泡 空间 (bubble space) 3.2.5 

Q 


强 Baire 2.1.3 

强 不 可 达 基 数 (strongly inaccessible cardinal) 2.6.5 后 
强 Frechet 性 1.12.23 

强 紧 基教 {strongly compact cardinal) 3.3.10 后 

强 @ 集 32.8 

ZDZ 1.12.31 

A (Cweight) w(X) 1.1.9 
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BORE 3.1.12 
HARE 3.1.1 
器 Lindelof 空间 1.12.4 
43 Noether # 2.12.15 
BPA 2.12.18 

f wiCWH 3.1.2 


3 KW (realcompact) 1.4.2 
SEHR (shrinking) 4.9. [I 
(tee) 2.6.1 
#464 (uec topology) 2.6.6 


(tower) 1.7.2 

特殊 的 (apecial) 树 2.6.7 

See H, 1.9.3 

Æ R, 1.9.5 

条 性 紧 的 (conditionally compact) 2.8.14 


Ww 


万 有 (universaljol 序列 4.3.9 

HHM S (finally dense) 1.10.1 

AS (final cover} 1.10.1 
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4) SEHR pseudonormal) 2.12.10 


RAMEE ELM] 3.3.13 

小 对 前 线 (small diagonal) 1.12.11 
相 容 (consistent) 2.1.1 

tT EE 4 (co-metrizable) 2.4.4 
Ahmi k 2.12.3 

ZTR kA 2.8.11 

Æ TAA (star countable) 1.12.27 
性 质 D 2.12.10 

4-3 3.45 (well-pruned) 2.6.6 


iki Lindelöf 1.1.8 
HRADE 2.12.11 

— SK (uniform base) 3.3.1 WT 
Kit 3744.4 (ever-branching) 4.4.1 
Æi right separated) 1.8.3 


AM spread) s(X) 2.5.2 
正规 化 前 (normalized) 3.3.3 
4 (branch) 2.6.3 

ERA (leh sepamted) 1.8.3 
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ad 2.2.5 
Alexandelof 32972 |] 4.9.1 
Aronszajn 树 2.6.4 


à 2.2.10 
BF(x) 2.2.10 
Blumberg 性 质 1.12.42 
Booth 定理 2.2.3 


Calibre « 1.5.1 
Cala, 1.5.1 

Cal(;,w}) 2.7.1 

Cantor #{ 3.2.5 

CCC PO 2.1.2 

C €i 2.12.17 
cMEA(c 测度 扩张 公理 】 3.3.15 
Cub 2.6.11 

CW XX 1.12.21 

CWH 2.4.2 

FE(II) 2.4.6 

(X71) 2.4.6 
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DCCC 3.1.2 
DEM 4.6.1 

DX 4.6.1 

Dowker 空间 1.4.3.8 


feebly 紧 性 2.8.16 
FSM 1.9.12 

filter 2.1.1 
Fin(z[e]**") 1.7.1 
fip 1.2.7 

Fn(e,o,) 2.1.2 


5- 第 一 可 数 空间 1.2.14% 
generic filter 2.1.2 
8- 可 度量 空间 1.2.14 f 


Hausdorff gap 1.7.8 
Heath 的 VY 空间 3.2.7 
HFC 1.10.1 

HFD 1.10.1 

hL(X) 2.5.6 
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ACT) 2.6.1 
A(x) 2.6.1 
HYP 3.3,104% 


Knaster # 4+, AR KK 2.1.6 
König 定理 2.2.8 
Kunen 线 1.4.8 


Kurpa 树 2.6.4 
k "M 2.8.12 


Lasnev 空间 1.12.22 

Lebesgue 密度 定理 1.3.2 

lev,(T) 2.6.1 

Lim(a,) 2.6.8 

工 空间 1.2.1 
LOTS(linear ordered topological space) 1.7.1 前 
LST( Lowenheim-Skolem-Tarski) 定理 2.1.4 
Luin Æ 1.1.1 


MA 2.1.2 

madf 2.2.5 

MA, 2.1.2 

meager d 1.1.2 

Morita 猜想 4.9 之 三 
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N 


NMC( 正规 Moore 空间 猜想 )〗 3.3.1% 
Nother 空间 1.12.5 
nwd,cowd 1.1.1 


p 1.7.2 

Parovitenko 空间 1.9.15 

Ple) 2.2.4 

PCEA(RRERP RAR) 3.3.15 
PE 1.9.18 

PFA 2.12.23 

Pixley-Roy 453b 1.2.3 

PO 2.1.1 

precalibre 2.1.6 
Pressing down 引 理 4.3.5 


QE 3.2.1 
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RR 的 密度 (density) 拓 扑 1.3.2 
Rothberger 定理 1.1.4 


Sierepinski Æ 1.1.1 
sp RAER) 1.7.2 
S 空间 1.2.1 

Solovay 定理 2.2.1 
Stone 空间 SCH) 1.9.1 
Suslin & 4.1.1 df 
Suslin 27% SH 4.1.1 47 
Suslin $t 2.6.4 

& 2.8.4 

S, 2.8.1 

St(x,%) 1.5.5 

S- 序 2.9.1 
Szentmiklosy 引 理 2.9.6 


t 1.7.2 
TOP(MIU ARH) 2.11.4 后 
(X) 2.10.3 


Vietoris 44h 1.8.2 
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V=L 4.922 


Wage 的 机 器 3.2.12 
WA 空间 1.12.30 


Z3bóÓ 1.4.2 


Y N(Franklin-Rajagopelan 空间 ) 1.7.5 
8 2.2.10 
64 2,8.2 
各 系统 引 理 1.10.6 
x-Baim 2.1.3 
xx 完备 2.1.3 
&-Sorgenfrey 线 2.4.1 
nM 2.6.4 
x(e)& 2.12.19 
rÈ 1.1.9 
razl) 1.1.9 
zy(x,S) 2.10.1 
[e] 1.10.1 3f 
0- 定 心 基 1.2.8 
o- MERA EL (o-HCP) 天 网 1.12.26 
y(p.S)} 2.5.6 
d(p.3) 2.5.6 
ro 扩张 的 1.12.1 
tly 1.6.1 
27 


w% 1.9.13 

w 全 正规 2.12.13 
SRE 1.2.5 
Sf] 2.8.11 
x" 1.7.1 

x Lindelof 空间 1.5.5 
+ L8.I 

$ 18.1 

Q^ 4.3.6 

Or 4.9.2 

OR 4.9 之 二 
O 4.9 之 二 
AEM 3.3.14 

& 4.5.1 
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